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INTRODUCERE 


) 


Studiul fizicii începe obligatoriu cu studiul mecanicii, deoarece în cadrul 
mecanicii sè învaţă noţiunile fundamentale : traiectorie, viteză, acceleraţie, 
forţă, masă, lucru mecanic, energie, impuls, moment cinetic etc, şi se sta- 
bilesc legi fundamentale : principiile mecanicii, teoremele' impulsului, mo- 
mentului cinetic, energiei cinetice, conservării energiei mecanice etc., noţi- 
uni și legi folosite în toate capitolele fizicii. 

Să facem cîteva observaţii generale asùpra fizicii, apoi asupra mecanicii. 

1, Fiziea — ştiinţă a naturii. Fizica (physis = natură, în limba greacă) 
studiază cele mai generale și mai simple forme de mișcare a materiei (me-, 
canice, termice, electromagnetice etc.). 

Prin materie se înţelege realitatea obiectivă care există în mod inde- 
ndent de conştiinţa umană şi este reflectată adecvat de aceasta. 

Atributul fundamental al materiei, modul său de existență, este miş- 
carea. Prin mișcare se înţelege orice schimbare sau proces : deplasare meca- 
nică în spaţiu, reacţie chimică, radiaţie electromagnetică, proces biologic, 
gîndire. 

Formele fizice de mişcare a materiei participă totdeauna și la formele 
superioare, mai complexe, de mișcare (biologice, sociale etc.), fără a epuiza 
însă esenţa lor calitativă. Astfel, legea conservării energiei se aplică tuturor 
proceselor : chimice, biologice etc.; legea atracției universale se aplică 
tuturor corpurilor : simple sau complexe, vii sau neinsufleţite ș.a.m.d. 

Scopul fizicii este descrierea, explicarea și prevederea fenomenelor naturii, 
pentru a le putea stăpiîni și folosi. 

Dezvoltarea fizicii a fost stimulată de necesitățile practice ale oamenilor. 
La rîndul lor descoperirile și realizările fizicii stau la baza dezvoltării tek- 
nicii ; metodele de cercetare fizice şi aparatura creată de fizicieni se aplică 
și în celelalte științe ale naturii (de exemplu, în chimie, biologie). 

Fizica stabilește legi pe baza observaţiilor şi a experimentului științific. 
Legea exprimă legătura necesară și esenţială între fenomene, legătura dintre 
cauză şi efect, care condiţionează o dezvoltare determinată a fenomenelor. 

Observaţia este studiul fenomenului în condiţiile sale naturale de des- 
fășurare, în timp ce experimentul ştiinţific este reproducerea fenomenului 
în diverse condiţii create artificial, cu scopul de a descoperi legităţile fe- 
nomenului. 

Legile fizicii pot fi stabilite (descoperite şi formulate) numai într-o anu- 
mită etapă sau grad de dezvoltare a practicii social-istorice, a ştiinţelor, 
a tehnicii şi de obicei în urma unor nenumărate și îndelungate cercetări. 


După milenii de dezvoltare istorică a civilizaţiei au putut fi stabilite, de 
exemplu, legile mișcărilor planetelor (J. Kepler 1609, 1619), legea inerției 
(Galilei 1632), legile mecanicii (I. Newton 1687), legea atracției universale 
(I. Newton 1687), legile mecanicii relativiste (A. Einstein 1905), legile me- 
canicii cuantice (1925) etc. 

Descrierea și explicarea fenomenelor trebuie să fie cantitativă — condiţie 
fundamentală a ştiinţelor exacte — de aceea matematica este un instrument 
indispensabil fizicii. Dar cantitatea se determină numai prin măsurări, 
de aceea măsurarea este un proces fundamental în fizică. 

În proprietăţile materiei.se evidenţiază ideea dezvoltării și interconeziunii, 
precum și principiul cauzalităţii — bază a prevederii desfăşurării fenomenelor. 

Dezvoltarea fizicii duce inevitabil la concepţia  materialist-dialectică 
asupra lumii, anume că aceasta este, prin natura sa, materială. Materia, 
necreată şi indestructibilă, este unicul izvor a tot ce există. Conștiinţa 
este un produs al dezvoltării istorice a materiei. Conştiinţa poate reflecta 
adecvat materia, ca atare lumea poate fi cunoscută. În acest sens, activitatea 
practică a oamenilor este hotăritoare. 

2. Teoria şi practica, Domeniul fenomenelor studiate de fizică s-a lărgit 
odată cu dezvoltarea practicii social-istorice a omenirii. Obiectul și 
metodele fizicii au evoluat. De exemplu, în secolul 18 a predominat meca- 
nica, în secolul trecut — electromagnetismul, în secolul nostru — fizica 
atomică etc, 

Practica apare în triplu rol: de izvor al cunoştinţelor noastre, de crite- 
riu al adevărului și de scop al cunoașterii. | 

Cercetarea ştiinţifică realizează unitatea dintre teorie şi practică, în 
care rolul practicii este hotăritor, iar rolul teoriei conducător. Practica fără 
teorie este oarbă, iar teoria fără practică este sterilă, 

Teoria explică un ansamblu de fenomene folosind un număr mic de 
ipoteze sau legi fundamentale, numite de obicei principii, care sint abstrase 
din experință. Din acest sistem de legi fundamentale sînt deduse teoretic 
toate legile cunoscute sau încă necunoscute, care privesc domeniul cercetat, 
Orice teorie trebuie neapărat verificată în practică. 

Noţiunile și mărimile fizice nu sînt creaţii subieotive arbitrare, ci reflectă 
realitatea obiectivă, tot mai precis şi mai deplin odată cu dezvoltarea fizicii 
(de exemplu, noţiunile: atom, electron, foton, cîmp etc. sau mărimile: 
energie cinetică, impuls, lucru mecanic, energie potențială etc.). 

Ceea ce am spus despre legile fizicii este valabil şi pentru noțiunile și 
mărimile fizice. Ele se obțin în urma strădaniilot mai multor savanți și chiar 
generaţii de savanţi. De exemplu, mărimile impuls (cantitate de mișcare) 
şi energie cinetică („forţă vie“ mu?) au fost introduse de R. Descartes (1644), 
respectiv G. Leibniz (1686) în urma a nenumărate cercetări şi dispute ştiin- 
ţifice asupra măsurii mișcării mecanice. Caracterul vectorial al impulsului 
a fost descoperit de elevii lui Descartes, iar coeficientul 1/2 din expresia 
energiei cinetice (denumire propusă după 1850) a fost introdus de G. Coriolis 
(la începutul secolului trecut). Abia teoria relativității (1905) a unificat 
impulsul și energia totală într-un cuadrivector — măsură spațio-temporală 
a mișcării, legată de omogenitatea spaţiului şi timpului. Alt exemplu ; no- 
ţiunea de foton a apărut (1905), dupa citeva secole de dezvoltare a opticii 
(teoria corpusculară a luminii — Newton, teoria -ondulatorie — Huygens, 


Fresnel). 


Teoriile fizice actuale nu trebuie absolutizate și eternizate. Ele suferă 
o dezvoltare treptată cantitativă ducînd la un moment dat la crearea prin 
salt a unor teorii calitativ noi, care reflectă mai bine realitatea obiectivă, 
conțin ca un caz particular sau caz limită teoriile precedente şi arată tot- 
odată, domeniul lor de valabilitate (principiul de corespondență ). Astfel avem 
succesiunea : mecanica clasică, teoria restrinsă a relativităţii, teoria generală 
a relativităţii, mecanica cuantică, teoria cimpurilor şi particulelor elementare. 

i 3. Sehematizarea ; modele, Materia este infinită și inepuizabilă în pro- 
prietățile sale, în formele sale de organizare și manifestare. Obiectele și feno- 
menele din natură se găsesc în nesfirșite interconexiuni şi interdependenţe. 
De aceea, în studiul fenomenelor naturii sîntem totdeauna nevoiţi să simpli- 
ficăm, să '„schematizăm“ procesele studiate, să creăm „modele“ teoretice 
ale obiectelor şi fenomenelor. Fără schematizarea fenomenelor studiate fizica 
n-ar putea tolosi aparatul matematic, n-ar avea o teorie, n-ar putea conferi 
experienţei un scop determinat, adică ar fi total neputincioasă. 

Un model corect trebuie să ia în considerare particularităţile principale 
ale fenomenului (obiectului, procesului) studiat în problema pusă, lăsind 
la o parte trăsățurile secundare, neesenţiale, necaracteristice. Numai astfel 
se pot stabili legile și relaţiile cantitative. Arta fizicianului este de a ști 
ce să păstreze și ve să neglijeze în problema propusă. 

Odată cu dezvultarea fizicii, modelele sau schemele sînt perfecționate 
cantitativ și chiar schimbate calitativ, pentru a putea exprima mai fidel 
realitatea obiectivă. Exemple de schematizări şi modele: punctul material, 
solidul rigid, gazul perfect (ideal), gazul Van der Waals, lichidul ideal, 
atomul lui Bohr, atomul din mecanica cuantică etc. i 

4. Unităţi de măsuri, Măsurarea este procesul fundamental în fizică. 


A măsura o mărime înseamnă a stabili de cîte ori se cuprinde în ea o altă 
mărime de aceeași naiură, vine definită și aleasă prin convenţie drept unitate. 
Notăm cu [A] unitatea de măsură pentru mărimea fizică A şi cu a 
valoarea sa numerică, măstrată, atunci: | 
aSSA AJ, A = aţa]. a) 
Dacă unitatea [A] se mărește ce n ori, valoarea măsurată a se micșorează 
de n ori. i A 
„Orice măsurare fizică este întotdeauna un proces de interacțiune între 
obiectul măsurat şi dispozitivul di măsură, proces care modifică și starea 
obiectului măsurat (pentru microparticule această perturbare este principial 
inevitabilă). i e 
Nici o măsurare fizică nu este perfectă; orice măsurare fizică implică 
totdeauna erori de măsurare mai mari sau mai mici. Odată cu dezvoltarea 
științei și tehnicii se pertecţionează și tthnica măsurărilor. Astăzi în multe 
domenii (de exemplu, în optică și în astronomie) s-a atins o precizie de 
măsurare extrem de înaltă. | A 
„În principiu, pentru fiecare mărime fizkă se poate alege o unitate pro- 
prie arbitrară, dar atunci legile fizicii s-a: exprima prin formule care ar 
conţine coeficienți numerici paraziți, depentenți de unităţile folosite. De 
aceea, ţinînd seama de relaţiile care există ître diferite mărimi fizice, se ` 
alege totdeauna un număr mic de mărimi, nuhite fundamentale, și pe baza 
acestora se construiește un sistem coerent de unităţi, astfel încît în cele mai 
frecvente şi mai importante formule fizice să dispară coeficienţii paraziți. 
Celelalte mărimi și unităţi, legate de cele fundamintale prin legi ale fizicii 
se numesc mărimi şi unităţi derivate, 5 í 


__ Nu există vreo lege a naturii care să ne impună alegerea anumitor mă- 
rimi drept mărimi fundamentale sau să ne indice numărul acestora, De 
aceea, în principiu, s-ar putea alege o singură unitate arbitrară pentru o 
singură mărime considerată fundamentală, toate celelalte fiind. astfel derivate, 
(en ajutorul constantelor fizice universale se poate construi un sistem „ab- 
solut“ sau „intrinsec“ de unităţi bine determinate, în care foate mărimile 
fizice să fie adimensionale). 

5. Unităţi fundamentale. În practică se aleg totdeauna cel puţin trei uni- 
tăți fundamentale. Întrucît materia există și se mișcă în spaţiu şi timp, 
care sînt formele sale de existenţă, se aleg în primul rînd lungimea. şi 
durata ca mărimi fundamentale. La aceste caracteristici externe ale materiei 
se adaugă cel puţin o mărime caracteristică internă a materiei, cum este 
masa sau sarcina electrică (curentul electric). 

De exemplu, în sistemul CGS (Gauss) se aleg trei unităţi fundamentale : 
centimetru (C), gramul (G) şi secunda (S). i 

în sistemul internaţional SI (adoptat de Conferința Generală de Măsuri 
şi Greutăţi, Paris, octombrie 1960) se aleg şapte unităţi fundamentale, din- 
tre care numai primele trei (metrul, kilogramul și securda) intervin în 
mecanică. ; 2 

Metrul a fost definit iniţial (1795) ca 1/10? din sfertu! meridianului care 
trece prin Paris și pe baza măsurătorilor de atunci (1792) a fost construit 
un etalon (din platină-iridiu); Ulterior s-a definit metrul ca distanța (la 0°C) 
dintre cele două trăsături (repere) de pe etalonul păsirat la Biroul Interna- 
tional de Măsuri şi Greutăţi de la Sèvres (lîngă Paris). Începînd din 1961 
metrul este definit pe baza lungimii de undă àg, În vid a radiaţiei portocalii 
a izotopului kripton 86 (tranziţia între nivelele 2710 şi 5ds): ` 


1 mê 1 650 763,73 Ape ` 2) 


Secunda a fost definită iniţial ca 1 [86400 din ziua solară medie, Cum 
rotația diurnă a Pămîntului nu este uniformă “oscilații de ~ 10-5%), ulterior 
(1956) s-a definit secunda astfel : 


1 s2 1/31 556 925,9747 din awl tropic la, 1.X.1900. (3) 


Anul tropic este intervalul de timp dinte două treceri succesive ale Soarelui 
(în mișcarea sa vizibilă pe ecliptică), pria punctul corespunzător echinocțiului 
de primăvară (punctul vernal). Anul copie scade cu œ 0,5 s pe secol, de 
aceea s-a precizat anul 1900. 

Începînd din 1967 secunda este definită pe baza perioadei Tos a unei 
anumite radiaţii emise de atomii d: cesiu (67; tranziţia hiperfină 4,0—3,0 
a stării fundamentale 2,2) : ; 


1 s23 192 631 770 Tos- 8) 


Kilogramul a fost definit miţial ca masa unui decimetru cub de apă 
pură la £C (cînd are densitaie maximă) şi pe această bază a fost construit 
un etalon (tot din platină-tidiu), păstrat la Sèvres. Ulterior s-a luat masa 


acestui etalon drept definiie. a kilogramului. 
După măsurătorile ætuale, 1 dm? de apă distilată la 4*C are masa: 


m (dm? apă la 4°C) = 0,999 972 kg 6) 


şi deci 1 Kg qe apa ia 4U are vununu (uvmupa imiyaia s riutuu s 
V (1 kg apă la 4°C) = 1,000 028 dm11 ; (6) 


Începînd din 1979 litrul este definit ca fiind identic cu 1 dm? (se pro- 
pune şi simbolul I pentru a nu confunda pe 1 cu cifra 1). 

Pentru multiplii şi submultiplii diferitelor unităţi se folosesc următoarele 
prefixe ; 


Multipli unități | Submultipli unități 
deca- da- 10 d deci- d- 107: 
hecto- h- 102 centi- c- 10 
kilo- k- 10% mili- m- 10 
mega- M- 10 micro- p- 10% 
giga- G- " 10 nano- n- 10™ 
tera- T- 101 pico- o| P 107 
peta- P- 1015 femto- i- 107" 
exa- E- 1010 atto- a- 107" 


Se recomandă a nu se folosi simultan două prefixe la aceeași unitate 

şi a nu se folosi prefixe la numitor. 

în afara unităţilor SI și CGS se folosesc pe larg cîteva unităţi tolerate, 
ca de exemplu, kilogram-forța (kgf), cal-putere (CP), torrul (sau mm Hg), 
pe care le vom defini mai tirziu, 

6. Formule dimensionale, Dacă notăm cu L, M, T unitățile mărimilor 
fundamentale lungime, masă şi timp, atunci pentru oricare unitate mecanică 
avem ecuaţia . ` 

EA] = L*MET*, (7) 


numită ecuaţie de dimensiuni sau formulă dimensională a mărimii A faţă de 
mărimile fundamentale alese. Exponenţii æ, P, y sint numere întregi pentru 
mărimi mecanice (pot fi îracţionare în sistemul CGS pentru mărimi neme- 
canice). 

Constantele care intervin în legile fizicii pot fi atît dimensionale cît și 
adimensionale (în ultimul caz nu intervin în formula dimensională). 

Deoarece nu se pot aduna sau egala decit mărimi fizice de aceeași natură, 
fiecare formulă fizică trebuie să fie omogenă din punct de vedere dimensionat, 
adică ambii membri ai egalităţii, cît și fiecare termen al unei sume alge- 
price, trebuie să aibă aceleași dimensiuni fizice, altfel formula n-are sens. 
Acesta este principiul omogenităţii dimensionale a formulelor fizice. ` 

Observăm că o aceeași mărime fizică poate avea dimensiuni diferite 
în sisteme de unităţi diferite şi două mărimi de natură diferită pot avea 
într-un sistem dat aceleași dimensiuni (de exemplu, lucrul mecanic şi mo- 
mentul forţei în SI)a : 

Exenaple. a) Pentru definirea unităţii de viteză folosim legea mişcării rectilinii uniforme 
AzAt = const. Gu o unitate arbitrară pentru viteză, ecuaţia mișcării se scrie x = kot, unde R 
este un. coeficient numeric parazit. De exemplu, dacă [v] = viteza sunetului în aer la 06, 
L=1 m, T=1 s, atunci k = 331. 
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Într-un sistem coerent de unități punem k = 1, atunci 


sa J= a= Lor, ® 


de unde 
[o] = 1 m/s în ST sau [2] = 1 cm/s în CGS. (8) 
Unitatea de viteză este egală cu viteza unui mobil care se deplasează rectiliniu uniform, 
parcurgind unitatea de lungime (1 m) în unitatea de timp (1 $). 


b) Pentru definirea unităţii de accelerație folosim legea vitezei în mișcarea rectilinii 
uniform accelerata, scrisă fără coeficient parazit : 


— a LT” 5 
a=2 A + le] = pg = ST = 17 O 


{a} = 1 m/s? în SI sau [a] = 1 cm/s? în CGS; (9) 


(Inrtateu de accelerație este egală cu acceleraţia unui mobil care se deplasează rectiliniu 
imform accelerat sf a zărui viteză creşte cu o unitate (1 m/s) într-un timp egal: cu unitatea 
1 a) 


7 Analiza dawnsională. Principiul omogenității dimensionale a formu- 
telor fizici ne permite să găsim chiar forma unor legi fizice. De exemplu, 
ştiind din expeztwnţe că perioada unui pendul simplu depinde de lungimea 
sa 7 si de acceleratia gravitaţională g, scriem : 


T = const. lg, (10) 
uade a şi P sînt constante. Trecînd la dimensiuni : 
T = ITP = Le T-?8; (1) 
prin identificarea exponenţilor, găsim 
0 =a + B, 1==-—2B, de unde a= B=, (12) 
deci perioada pendulului simplu : 
i T= const.+/1]g, (13) 


unde const este o constantă adimensională de ordinul unităţii (știm că 
este 2x). Vom intilni şi alte exemple de aplicare a analizei dimensionale. 

8. Obieetul mecanicii. Mecanica studiază mişcarea cea mai simplă a 
corpurilor solide, lichide şi gazoase, anume deplasarea lor în spaţiu şi timp, 
precum şi cauzele care © produc. i 

Cinematica studiază mişcarea în spațiu și timp, abstracție făcînd de 
cauzele mişcării, Dinamica studiază mișcarea corpurilor tinind seama de 
forțele care o produc. Statica studiază echilibrul corpurilor sub acţiunea 
forțelor. - 

Mecanica este capitolul de bază al fizicii. Noţiunile și legile mecanicii, 
— forță, lueru mecanic, putere, energie (cinetică, potenţială), legea funda- 
mentală F = ma, principiul reciprocităţii forţelor etc, — se aplică în 
toate celelalte capitole ale fizicii. Mecanica este cea dintii aplicaţie a mate- 
maticii la studiul cantitativ şi cauzal al fenomenelor naturii. 


va 


9. Observaţii istorice. Cunoştinţe de mecanică existau încă în antichi- 
tate, mai ales în problemele de statică, Astfel, Arhimede (287—212 î.e.n.) 
a conceput teoria pirghiei, teoria centrului de greutate (2 250 î.e.n.), a pus 
bazele hidrostaticii, a făcut numeroase invenţii tehnice. 

Dezvoltarea intensă a mecanicii începe în epoca Renaşterii, Leonardo 
da Vinci (1452—1519) dă o teorie a mecanismelor, studiază legile frecării, 
teoria planului înclinat, defineşte și aplică momentul forței etc. Ghristian 
Huygens (1629—1695) descoperă pendulul fizic, introduce noţiunile de forță 
centrifugă, moment de inerție, centru de oscilație. Pune bazele teoriei ondu- 
latorii în „Tratatul despre lumină“. 

Iniţiatorul dinamicii este Galileo Galilei (1564-1642) care a descoperit 
legea inerţiei, legile căderii corpurilor, legile pendulului etc. Legile dinamicii 
şi construcţia mecanicii teoretice au fost date de Isaac Newton (1643—1727) 
în celebra sa carte „Philosophiae naturalis Principia mathematica“ (1687). 
Tot aici se formulează legea atracției universale şi se aplică la mecanica 
cerească, i 

Mecanica a fost dezvoltată mai departe de Leonard Euler (1707—1783), 
Jean d'Alembert (1717 —1783), Joseph Lagrange (1736—1813), William Ha- 
milton (1805—1865) şi alții. Stabilitatea sistemelor dinamice a fost studiată 
de H. Poincaré (1854—1912) şi A. M. Liapunov (1857—1918). Dinamica 
corpului cu masă variabilă a fost elaborată de 1. V. Meşcerski (1859—1935) 
şi T. Levi-Civita (1873—1941). 

La noi în ţară contribuții valoroase în mecanica teoretică şi aplicată 
au adus Anghel Saligny, Spiru Haret, Andrei loachimescu, Ion Ionescu, 
Gh. Em. Filipescu, V. Vâlcovici, O. Onicescu (mecanica invariantivă) și alţii. 

10. Limitele” mecanicii. Concepţiile mecanicii newtoniene au exercitat 
o puternică şi îndelungată influenţă asupra. întregii fizici. Astfel s-a născut 
concepţia mecanicistă asupra lumii, după care toate științele naturii trebuie 
reduse la mecanică, toate fenomenele naturii explicate prin mișcări meca- 
nice, legile naturii reduse la legi mecanice. Această concepţie a fost infir- 
mată la sfîrşitul secolului trecut odată cu imposibilitatea reducerii feno- 
menelor electromagnetice la mișcări mecanice. S-a încercat atunci crearea 
unui tablou „electromagnetic“ al lumii, adică explicarea tuturor fenomenelor 
prin cele electromagnetice. Dar nici această explicaţie nu este posibilă, 
deoarece forţele nucleare, de exemplu, nu pot fi reduse la forţe electromag- 
netice. Materia fiind infinită și inepuizabilă, nici o teorie dată nu poate fi 
universală și ultimă (definitivă), 

Domeniul de valabilitate al mecanicii clasice newtoniene este restrîns 
la corpurile de dimensiuni obișnuite sau mari (macroscopice) și la viteze 
mici în comparaţie cu viteza luminii în vid (c = 3-10* m/s). Pentru viteze 
foarte mari, apropiate de viteza luminii, a fost creată (1905) mecanica relati- 
vistă (Albert Einstein 1879—1955). Pentru particule de dimensiuni atomice, 
a fost creată (1925) mecanica cuantică (E. Schrödinger, W. Heisenberg, 
Ins De Broglie, P.A.M. Dirac şi alţii), 

Teoria gravitaţiei a lui Newton a fost „depăşită de teoria generală a re- 
lativităţii a lui A, Einstein (1916). Ea 

Teoriile de mai sus sînt calitativ deosebite de mecanica newtoniană, pe 
care o conţin însă ca un caz particular sau ca un caz limită (principiul 
de corespondenţă). ` 


PROBLEME 


1. Să se scrie ecuația mișcării rectilinii uniform variate, dacă unitatea de viteză [v] este 
egală cu viteza sunetului în aer în condiţii normale, iar unitatea de acceleraţie [a] este egală 
- am accelerația standard (normală) a căderii liberez 


R. £= T, + 331 vt + 4,90 at". 

2. Ştiind că presiunea exercitată de o coloană (pătură) de fluid depinde de înălțimea 
(grosimea) sa h, de densitatea fluidului o si de accelerația gravitaţională g să se găsească 
formula presiunii bidrostatice, folosind analiza dimensională. t 


R. p = const. pgh. 


i i ități î i ă mărime fundamentală, de exem- 
. Se poate construi un sistem de unităţi alegind o singură mărime mtală, e 
plu, ri pei L=1 m sau b) timpul T =1 s și punind condiţia ca viteza luminii c==1 și con- 
stanta lui Planck A = 1. Ce dimensiune vor avea atunci timpul, lungimea, viteza, acceleraţia, 
ia ? Ă 
iaca Pic = 1 m = timpul de propagare a luminii pe unitatea de lungime (pe 1 m) 
(€= z/c), [p] = 1 (adimensională) = viteza luminii, [a] = LA = t/m; Im] L t/m; 
= [a = ijm? [W] = L = 1/m ete. . ` 

= b) Ai = a 1 | lirica parcursă de lumină în unitatea de timp (în 4 5), el 
wdimensională) = viteza luminii; [a] = T™ = 1/s, [m] = T> 1/5, [F] = T {s$ 
|W] = T~ = 1/5 ete. 


CAPITOLUL 1 
CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL 


1.1. BELATIVITATEA MIȘCĂRII. SISTEMELE DE REFERINȚĂ 


Deplasarea unui corp are loc în raport cu alte corpuri. Fără aceste alte 
corpuri nu se poate vorbi de deplasare, care este totdeauna relativă. O de- 
plasare absolută fără raportare la alte corpuri este lipsită de sens. Relati- 
vitatea mişcării este legată de relativitatea poziţiei sau a spaţiului. Nu se 
poate vorbi de poziţie într-un spaţiu absolut, independent de corpurile aflate 
în el, ci numai de poziţie față de alte corpuri, 

Corpul care se consideră prin convenție fix și faţă de care se studiază 
deplasarea altor corpuri, se numeşte corp de referinţă, de exemplu, camera 
unui laborator, Pămintul sau Soarele. De corpul de referinţă este legat 
rigid un sistem de coordonate (prescurtat SC), de exemplu, un sistem cartezian 
ortogonal de 3 axe. Pentru măsurarea timpului trebuie ales un proces 
periodic, de exemplu oscilaţiile unui pendul. Sistemul de coordonate pentru 
măsurarea poziției şi ceasornicul pentru măsurarea timpului constituie un 
sistem de referință sau reper (prescurtat SR). 

Mişcarea unui corp arată în general diferit în SR diferite, De exemplu, 
în SC propriu, adică în SC legat rigid de corp, acesta este în repaus (SG 
propriu prezintă interes, de exemplu, în teoria relativității pentru timpul 
propriu, lungime de repâus, masa de repaus etc.), i 

În principiu, orice SR este admisibil pentru descrierea mişcării unui corp. 
Practic însă, se alege totdeauna un SR astfel, încît fenomenul studiat să 
arate cit mai simplu (așa cum de exemplu, în geometria analitică, în diferite 
probleme de intersecţii, locuri geometrice, proprietăţi ale figurilor, se aleg 
axele de coordonate cît mai convenabil). Vom vedea că din punct de vedere 
dinamic, se evidenţiază o clasă foarte importantă de SR, numite inerțiale. 


1.2. PUNCT MATERIAL. MOBIL 


Un corp material este un sistem extrem de complex. O primă simplifi- 
care este neglijarea deformării corpului, adică considerarea corpului rigid 
(distanţele mutuale dintre părţile corpului presupuse fixe). Dar chiar și aşa 
mișcarea este complexă. De aceea se studiază mai întîi mișcarea unui corp 


ale cărui dimensiuni și rotații proprii sint ne a oara d peen 
i izat numai pri N 
este punctul material, caracteriza ai Ea iei 
i i ică resează, de aceea pun 
de particulă). În cinematică masa nu intei pl n ea elit 
ine un mobil, adică un punct geometric care s şcă. 
pt considerat acum ca un sistem de puncte materiale. Pet! 
Un | punct: material poate fi un electron, o moleculă, 2 piatza, un corp 
cosmic ete. Un același corp poate fi goneiderat pinet mana ii 9 votarea 
i -o altă problemă. De exemplu, globul terest a 
aan ii Material în mișcarea sa de revoluție în jurul Soarelui, dar nu 
în rotația proprie diurnă. f PENA f 
î În reala de translație, toate punctele corpului se mişcă su pp 
aceea mișcarea unui singur punct al corpului caracterizează pe lepli Aaa 
carea întregului corp, indiferent de dimensiunile acestuia, deci pu p 
modelul punctului material. 


1.3. TRAIECTORIA. ECUAȚIILE MIȘCĂRII 


Se numește traiectorie linia sau curba descrisă de mobil în ea miş- 
cării sale, adică locul geometric al punctelor prin care trece mobilul, iii 
Traiectoria poate fi rectilinie sau curbilinie (în particular, circul B 
i a ; it. 
Forma traiectoriei depinde de SC folosi i 
Poziţia mobilului la un moment dat t este determinată, de aaa 
sale, de exemplu, æ, y, z într-un SC ortogonal (fig. 1.1) sau altfel, de vec 


Traiectoria 


Fig. 1.1 


torul de poziţie F, ale cărui proiecţii (componente) pe axele Oxyz sînt tocmai 
coordonatele z, y, z: 


Tri gj t ak, =H Ha: 
Pazi+yj+z (1.1) 


Z j, k — versorii azelor, Ñ =Ñ =k] = 1. 


În figura 1.1 7 = 05 este diagonala spaţială a paralelipipedului, punc- 
tul P se proiectează ortogonal pe axe după diagonalele fețelor în punc- 
tele A, B, C. 

Conform principiului perfectei localizări, se presupune că punctul mate- 
rial descrie o traiectorie continuă bine determinată, că în fiecare moment 
ocupă pe traiectorie o poziţie bine determinată şi că această poziţie variază 
în timp în mod continuu, Aceasta înseamnă că coordonatele punctului ma- 
terial z, y, z sînt funcţii finite, uniforme şi continue de timp: 

z = fli) y = fi), 2 = hli), (1.2) 


= 


T =i + şi +2 = AE ORA ROE = 20. (1.2) 


Mai mult, vom presupune că funcţiile (1.2) sînt de două ori derivabile, ceea 
ce este în general adevărat (eventualele Singularităţi, de exemplu, în teoria 
ciocnirilor, trebuie analizaţe special). 


Cele trei ecuaţii (1.2) se numesc ecuaţiile cinematice ale mişcării şi repre- 
zintă ecuaţiile parametrice ale traiectoriei, în care parametrul este timpul. 
Prin eliminarea: timpului din (1.2) se obţin ecuaţiile traiectoriei sub forma : 


Fi(z, y, 2) =0, F(z, y, z) =0. (1.3) 


Fiecare ecuație de aici reprezintă o suprafaţă, iar ansamblul lor reprezintă 
curba de intersecție a celor două suprafețe. 


Mişcarea poate fi descrisă, de asemenea, cu ajutorul traiectoriei (1.3) 


şi a legii de mișcare pe această traiectorie, numită şi legea spaţiului (deci 
tot 3 ecuaţii) : 


s =f), 0.3) 


unde s este coordonata curbilinie a mobilului, adică lungimea arcului de 
traiectorie măsurată de la un punct origine O de pe traiectorie, tinind seama 


de sensul pozitiv ales pe curbă. Presupunem funcția (1.3) de două ori de- 
rivabilă. 


1.4. VITEZA PE TRAIECTORIE 


Fie P şi P poziţiile mobilului în momentele ¢ şi t (fig. 1.1). Dacă s, s 
sînt coordonatele curbilinii ale punctelor P, P’, atunci As =s' —s —are 
PP" reprezintă deplasarea curbilinie a mobilului în intervalul de timp 
At = — t. Deplasarea curbilinie As poate fi pozitivă sau negativă şi ea 
nu coincide în general cu distanța parcursă de mobil lîn intervalul At (de 
exemplu, dacă în timpul At mobilul revine în P, rezultă As =0, în timp ce 
distanța parcursă este diferită de zero). 

Viteza medie pe o porţiune de traiectorie PP” de lungime As, parcursă 
în intervalul de timp Al, :se definește prin raportul i 


<o) = ASA (1.4) 


Viteza instantanee sau momentană în punctul P la momentul £ se obține 


trecînd la limita P' -P: 

| (5) 
ato At di ; 
ei curbilinii s în raport cu timpul. 


ică i i ivarea coordonat i x 
de Apar e ales pozitiv pe traiectorie. Derivata 


ke A AREA l 
Dacă v > 0, mobilul se mişcă în sensu! aes po j 
(1.5) există în virtutea ipotezei derivabilității lui (1.3%). 

E lu, Dacă pe o ale în timpuri egale, miş- 

xemplu, Da 
carea se numește uniformă pt e 
în acest caz deplasarea curbilinie As coincide cu distanța parcar: 


constantă ; 


i ; se parcurg distanţe eg: i 
ie colacul alt hplu, circulară uniformă), 


i curbilinie uniformă (de exem) d 
Aia să şi viteza pe traiectorie este 


(4.8) 


Ai a const =0= de ; {s= f oas st) = s + ot, 

A at 

unde s = s(0) este coordonata iniţială (la t = 0) (fig. 1.2). Mal g 
S= se + D(t — lo) 


eneral, integrarea din (1.6) dă 
(1.65 


tgasv>b 
a 


Fig. 1.2 


Prin urmare, coordonata $ este o funcție liniară de 
e dreaptă. Panta dreptei reprezintă viteza. 

inainte, coincide cu viteza constantă a unui 
i deplasare As în acelaşi interval de timp. At: 


unde s este coordonata la momentul te f 
timp şi se reprezintă gratie printr-o tinie 

Viteza medie <v) = AsiAt, definită mai 
mobil fictiv care ar parcurge uniform aceeași 


1.5. VECTORUL VITEZĂ 


Cunoaşterea mişcării pe traiectorie impi end arere SE că 
işcării i i. Di i ă tangenta ia , 

i cării mobilului. Direcția este dată de 3 l 1 à 
i e dat de creşterea sau descreşterea arcului s cînd timpul f creşte 


(fig. 1.3). ale age a si 
Veetorul deplasare este prin definiție Ar = r —r și coincide ca direct 


şi lungime cu secanta PP. i 
Vectorul viteză medie çv) se definește prin raportul : 


> Ar | an 


TRE i FE pi 
şi are direcția veetorului deplasare, adică a secantei PP'. 


La limita P' - P (At +0) obţinem vectorul viteză instantanee sau mo- 
mentană : 
det. Ar dr = > y 
v & lim— =—=r( r. 1.8 
'At>0 Àt dt ( ) ( ) 
Vectorul viteză este derivata vectorului de poziție în raport cu timpul. 
Cînd trecem la limită, secanta PP’ se roteşte în jurul lui P şi devine 


tangentă la traiectorie. Prin urmare vectorul viteză momentană 7 are direcția 
tangentei la traiectorie (este tangent la traiectorie) (G. Roberval 1635). 


Fig. 1.3 Fig. 14 


Deoarece la limită lungimea arcului de curbă ds coincide cu lungimea 
coardei subîntinse lar], de exemplu, la cercul de rază R (fig. 1.4): 


Că > ` i 2 
ldr] [Arf aiim 2R sin(A072) Sia sin(A6/2) E? 


e = lim 


ds  fAs=0 As. 490 . RA9 aoo  A0/2 


unde A0 este unghiul la centru (în radiani) al coardei de lungime 
2 R sin (A0/2) care subîntinde arcul de lungime RAO, rezultă că derivata 


drjăs, avînd modulul 1, trebuie să fie un versor, şi anume în direcţia tan- 
gentei la curbă și în sensul creșterii coordonatei s: 

dr dr - 
—|=1, — =t, it =1, 1.9 
Ts ds iti (1.9) 


- 
unde t este versorul tangentei (în sensul creşterii arcului s) (a nu se confunda 


, 


4 


versorul tangentei tcu timpul ż). Prin urmare, 
> d T 3 gt 
z r dr ds z ds zi, (1.10) 
A d! ds di dt 
vectorul viteză este tangent la traiectorie și îndreptat în sensul mişcării. 


Observaţie, De obicei notăm modulul unui vector cu literă fără săgeată : tal =a în (1.10) 
însă, v =s = ds/dt nu înseamnă modulul wi. ci hlo (b după sensul mișcării), şi anume, 
viteza pe traiectorie seste componenta vectorului viteză pe direcţia tangentei la traiectorie î Li 


= = . i 
D = vh unde v = 3 = ds/di = 4 Ioh. (1.11) 


În general. din contest se înţelege: dacă v este modulul vitezei sau componenta vectorului 
viteză 3 pe direcţia tangentei la traiectorie (viteza pe traiectorie). 


Pentru componentele vitezei într-un SC cartezian ortogonal rezultă : 


> d d 


; =v +o i+ rai yi + 2) = 
(1.12) 
= + jr E = OR ROT+ ROR, 
va = i= fil), vy = 9 = ROD, ve = = Rl), (1.13) 
U? = oz p o H o e pi I e e B. 


Componenta vitezei pe o axă este egală cu derivata în raport cu timpul a 
coordonalei respective (în SC cartezian ortogonal). SUPA, T 

Derivatele Finta în virtutea ipotezei derivabilităţii funcţiilor (1.2) (ob- 
servăm că, continuitatea funcţiilor nu implică derivabilitatea ; există funcţii 
ontinue pe un interval și nicăieri derivabile). ş i . 
ğ Legea de mişcare pe traiectorie (1.37) s = f(t) se obține din ecuațiile 
cinematice ale mișcării (1.2) astfel: 


oi =, ds = văt = A/V DIA dt = de jr 2" dt, 
t 


de unde 


t _ ră PI A 
sos f FIFA a os SVET ZARA. (1.14) 


că 

În mişcarea rectilinie direcţia vectorului viteză v este fixă. 

Observaţie, Spre deosebire de mecanica clasică, în mecanica cuantică particulele atomice 
m au o traiectorie bine definită și nu au simultan poziţia și viteza bine determinate (conform 
relaţiilor de nedeterminare ale lui Heisenberg). 


Exemplu. Fie mișcarea rectilinie uniformă (pe scurt, uniformă), v == const. Atunci 
1 
= E ară = fr sau To + V(t — le) (4.15) 
te 
Aceasta este forma vectorială a legii de mişcare 
rectilinie uniformă (fig. 1.5). Ecuația (1.15) este 
totodată ecuația vectorială, parametrică (în f) a 
traiectoriei — linie dreaptă în spaţiu. Pe componente, 
proiectind ecuaţia vectorială pe axe într-un SC car- 
tezian, avem : ` 


a sa za + Dal. — în Y = Yet vi — oh 
(1.16) 
Z= žo + Dat — bo) 
care reprezintă ecuaţiile cinematice ale mișcării unl- 
Fig. 1.5 forme şi în același timp ecuaţiile parametrice ale, 


tralectoriei — liniei drepte în spaţiu. 
Alegînd axa Oz chiar pe dreapta mișcării avem o singură ecuație: 


2 = ao + Dl — la) f = Fa (1.169 


Aici v nu este modulul vitezei, ci o mărime algebrică (viteza pe traiectorie). 


1.6. ACCELERAȚIA 


= 

Într-o mișcare curbilinie oarecare viteza v variază şi ca mărime şi ca 
direcţie. O măsură a acestei variaţii este vectorul acceleraţie. Analog vectorului 
viteză, definim acceleraţiile medie şi instantanee (momentană) : 


. S > t 
> Ap »dt, Av do >» > i 
<a> , d==—lim v (Ì =v, 1.17 
At A-0 Af dt 0 ( a 
> d> daf aF sn 3 
v r'(D=r, 1.18 
di dt | a) de O Gin 
-> > > T d: ini >» Se 
a= tÀ + ayj + ak = D: Aos F vyj + v:k), | 
üz =Ù =Ë = fi (f), Qy Său =} RD as =b, = 3 = R (À; 
(1.19) 


2 2 AE z2 pL n2 1. fra n2 
a az -+ a + è HG Haz =h? t RH fa, 


adică accelerația a este derivata înttia a vitezei v sau derivata a doua a vecto- 
rului de poziţie E în raport cu timpul t. 

Componentele accelerației sînt egale cu derivatele componentelor respec- 
tive ale vitezei în raport cu timpul, sau cu derivatele de ordinul II ale 
coordonatelor respective (într-un SC cartezian ortogonal). 

În timp, ce viteza este totdeauna tangentă la traiectorie şi are sensul 
mișcării, accelerația în mișcarea curbilinie este totdeauna orientată spre „inte 
ziorul“ traiectoriei, adică spre partea concavă 'a traiectoriei, partea spre care 
se roteşte vectorul vitezei tangent la traiectorie (fig. 1.6). 


Ducînd vectorul viteză p dintr-un punct fix O, virful său Q va descrie 
În timpul mișcării mobilului o curbă numită hodograf (W. Hamilton 1846) 
(fig. 1.7). Accelerația medie are, direcția secantei QQ’ la hodograf, în timp 


Hodograf 
Fig. 1.7 


ce accelerația momentană este tangentă la hodograf. Viteza de deplasare 
a punctului reprezentativ Q pe hodograful vitezei coincide cu accelerația mo- 


bilului (traiectoria mobilului este „hodograful“ vectorului de poziţie 5. 


Observaţie, Gontorm formulelor v4.4), (1.12—13) şi (1.19) mişcarea unui punct material în 
spaţiu se descompune în 3 mişcări rectilinii ale proiectiilor sale pe cele 3 axe ortogonale de coor- 
donate (MacLaurin 1742). În fiecare moment viteza și accelerația mobilului se compun (vecto- 
rial) din vitezele şi accelerațiile acestor proiecții (H. Resal 1862). 

Viteza și acceleraţia există, funcțiile (1.2) fiind presupuse de două ori derivabile. 


1.7. EURBURA ŞI RAZA DE CURBURĂ 


în cazul unui cerc, raza să R este totodată raza de curbură. Curbura se 
defineşte ca inversul razei de curbură: C = 1/R. Cercul are deci în toate 
punctele sale aceeași curbură C = 1/R. 

Trei puncte vecine necoliniare pe o curbă oarecare definesc un cere şi 
un plan conținînd acest cere (fig. 1.8). Raza acestui cerc dă curbura „medie“ 


Fig. 1.8 Fig. 19 


a curbei pe porțiunea P.PP,. Cercul limită, obţinut cînd P, şi Pa tind 
către P, se numeşte cerc de curbură sau cerc osculator al curbei în punctul P; 
el are trei puncte comune confundate cu curba (în P); raza sa dă raza 
de curbură şi centrul său dă centrul de curbură al curbei în punctul P. 
Planul limită se numește plan osculator, el conține cercul de curbură. Pentru 
o linie dreaptă R— œ şi C =0 (planul osculator devine nedeterminat). 

O altă construcţie echivalentă este următoarea (fig. 1.9): ducem în două 


puncte vecine P, P' tangentele t Ed şi planele normale (perpendiculare pe 


tangente). Tangentele t, Y duse în P definesc un plan, iar planele normale 
se taie după o dreaptă perpendiculară pe acest plan. La limită, cînd P' > P, 
planul tangentelor devine plan osculator al curbei în P, iar dreapta de 
intersecție a planelor normale devine dreaptă polară, care trece prin centrul 
de curbură şi este perpendiculară pe planul osculator. Această construcție 
generalizează pentru curbe oarecare construcţia similară pentru cerc (dacă 
planul figurii 1.9 este planul tangentelor duse în P, atunci pentru o curbă 
strîmbă P’ va fi deplasat în spatele sau în fața figurii). i 
Prin definiţie, curbura 
cime E iot, R= t; (1.20) 
| As=0 As ds m C dô 

unde A9 este unghiul (în radiani) dintre două tangente vecine, duse în două 
puncte vecine la distanța curbilinie As intre ele. , 

Din construcţia figurii 1.9 se vede că As/A0 este raza unui cerc care 
aproximează arcul As, prin urmare la limită As/A0 va da raza cercului de 
curbură (osculator). 

Curbura C = dôjds măsoară gradul de abatere a curbei de la o linie 
dreaptă : de la tangenta sa în punctul considerat. Curbura este egală cu 
unghiul (în rad) dintre două tangente la curbă în două puncte vecine, ra- 
portat la lungimea arcului de curbă dintre ele, sau altfel, curbura este 


egală cu unghiul cu care se rotește tangenta la curbă, atunci cînd ne de- 
plasăm pe curbă cu o unitate de lungime. În sfîrşit, curbura este egală 
cu „viteza“ de rotaţie a tangentei în raport cu deplasarea pe curbă. Prin 
urmare, curbura (gradul de abatere de la o linie dreaptă) într-un punct 
dat al curbei este mare, dacă este mare unghiul de rotire â tangentei pe 
unitatea de lungime a curbei, în vecinătatea acelui punct. 

Normala la curbă (adică perpendiculara pe tangentă), conținută în planul 
osculator, se numeşte normala principală (versorul a îndreptat spre centrul 
de curbură). Normala la curbă, perpendiculară pe planul osculator, se nu- 
mește binormală ; versorul ei se alege conform produsului vectorial : 


= det > -> 


bStxnr - (1.21) 


(în fig. 1.9 de la cititor spre figură). Astfel, în fiecare punct al curbei avem 


a ortogonal (t, n, d), numit triedru principal sau natural (sau triedru 
net), 


Din figura 1.9 se vede că 
At 
AD 


2ft] sin(A0/2) -  sin(A8/2) 
A0 AB/2 


= 1 cînd A0 0, (Ñ =); 


prin urmare derivata dt/49, avînd modulul 1, este un versor. Cind P' = P 
pe curbă (AB —+0), versorul t° se rotește în jurul lui P, astfel încît At 


devine perpendicular pe [i şi orientat spre centrul de curbură, după versorul n. 
Prin urmare, în modul, direcţie și sens: 


m— =— =n, 


aaob 40 


d dda > n 
— = Cn 
ds dð ds R 


Aceasta este prima formulă a lui Frenel. 


. ' (1.22) 


Observaţie. Un vector variabil DN dar de modul constant, de exemplu, un versor, nu se 
poate decit roti (modulul fiind constant). Deci ducindu-l dintr-un punct fix, virful său descris 
o curbă situată pe o sferă (de rază egală cu modulul 


vectorului fig. 1.10; pentru versorul T sfera este dese- 
pată parțial punctată în fig. 1.9). Variația vectorului 
do modul constant va fi egală cu coarda (secantă) la 
această sferă; 


IAZ = 2liisin = . (1.23) 
La limită, cind A0—0, Az devine di tangent la sferă, 


daci perpendicular. pe vector. Aceasta rezultă şi din 
condiția 1 


Wu = const > udu = 0, deci du Li. (1.23) 10l = const. 
Din (1.23) rezultă la limită + i 
Se di| > ER 
[duj = julao, | — ] =u], dacă [ul = const. (1.24) 
Fig. 1.10 


De aici rezultă, analog demonstrației date pentru versorul $, că diferen- 
fiala oricărui versor este egală în mòdul cu unghiul de roiaţie a versorului 


(| dt| = dð), iar ca direcţie este perpendiculară pe versor, adică derivata 
unui versor în raport cu unghiul de rotaţie este un versor perpendicular pe ver- 
d > >» 
sorul inițial — =n Lt]: 
TERR 
1.8. ACCELERAȚIILE TANGENŢIALĂ ȘI NORMALĂ 
Derivăm (1.10), ţinînd seama de (1.22): 


a E a a E dt. 
av = (ot) =o it = bios = 
s 


(1.25) 
„a 2 a - -> > - 
= iza anD = A; + da; 
d ds ě » v? 
Q, = b= =— =$, Q —, 020. 1.26) 
; di d£ UER e ( 


Prin urmare, în fiecare moment acceleraţia a se află în planul osculator al 
traiectoriei şi se descompune într-o componentă tangenţială a, de-a lungul 


tangentei la traiectorie, deci paralelă cu viteza [i (dacă v creşte, atunci 
a,> 0), şi o componentă normală pe traiectorie as, îndreptată spre 
centrul de curbură (numită şi ac- 
celeraţie centripetă). 

Componenia a, se datorește va- 
riației modulului vitezei, iar compo- 
nenia ap, se datorește variaţiei di- 
recției vitezei. 

O variantă a demonstraţiei re- 
zultă din figura 1.11; Ag „provine 
din variaţia modulului vitezei (se 


pi 
anulează dacă v == v), iar Av pro“ 
vine din variaţia direcţiei vitezei 


Fig. 1.11 ? > 
(se anulează dacă v nu se rotește) : 
o z=] | Boa de 
Ai At At dt 
(1.27) 
Aswj _ 2v sin (A0/2) _, sin (A0/2) A8 28, 
Ato At AB At dt 


La limită cînd P' — P(A0 — 0), Aw devine paralel cu D (sau cu t), iar N» 
devine perpendicular pe v (sau pe % deci paralel cu n. Prin urmare, în 
modul, direcţie și sens: 5 
da jy AU al t; Ant — lim At a pad i (1.28) 
di  at-0 Al di di At>0 At di 


şi deci 


= AD e a a do, dè 
a = lim — = lim — (å RES ani dud aP 
Ato Àf  At>0 ai w Aso) di dt 
(1.29) 
dv =» dð > a d = -> v > 
= —-t +- v—n =ùt — $n =Ù — 
T J: UNE a oA iri 


pai (6) mişcare curbilinie este totdeauna accelerată din cauza variației direcției 
vitezei (a, =v IR #0). Dacă a, =i =0 (v = const), mişcarea este uni- 
formă pe traiectorie sau curbilinie uniformă şi accelerația se reduce la accele- 
rația normală a,. În mişcarea rectilinie a, = 0 (R = œ). 


Aplicații 
a) Dacă viteza pe traiectorie v variază cu cantități egale în timpuri 
egale, mișcarea se numeşte uniform variată pe traiectorie sau curbilinie uni form 


variari (de exemplu, circulară uniform variată) şi accelerația a, este con- 
stantă : 


Av dv ; A i 
Aj” const E aj dv = (au, v = v + a(t — to), 


l (1.30) 
fe = foar = (tu + aut — bdt = so H boli) Lalit; 


sau mai simplu (dacă condițiile inițiale, poziția sọ şi vite: 
Oea A O țiale, poziția Sọ şi viteza v, se refera la 


VD = D -F ait, S = So F vot + Zat. A (1.30) . 


Eliminind timpul £ rezultă formula generală a lui Galilei: 
| u? = vă «| 2a4(5 — so), (1.31), 
şi eliminînd acceleraţia, rezultă 


3594 ai P (E — ta) = so FE — to), <D) 


Va H- V 
= (1.32) 
În mişcarea uniform variată rectilinie (Galilei 1638); R — œ și a, =0, 
astfel încît în (1.30—31) a, coincide cu a; i 
Grafic, viteza se reprezintă (în funcție de timp) printr-o linie dreaptă. 
Panta dreptei reprezintă acceleraţia tangenţială, iar aria mărginită de dreaptă 
reprezintă deplasarea curbilinie As. Coordonata s se reprezintă printr-o 
parabolă (fig. 1.12). Panta tangentei la parabolă reprezintă viteza. Viteza 
se anulează în dreptul minimului (a; > 0) sau maximului (a, < 0) parabolei 
(deoarece v = $). 


În cazul a, < 0, (vo > 0), mişcarea este uniform încetinită sau frinată 
(întîrziată) pe traiectorie și există un moment im cînd corpul se opreşte 
(v =0); | 


s2 sabie (1.83) 


D = D + ad = 0 > inm 


BEE 


Sa 


tgæ= a<0 
b 


Fig. 1.12 
d 


Atingînd distanța maximă Sm, corpul se oprește şi apoi se întoarce accelerat, 
parcurgînd aceleaşi puncte cu viteze de același modul, dar de semn schimbat. 

În cazul a.> 0 (ve > 0), mişcarea este uniform accelerată, dar dacă 
prelungim mișcarea în trecut (t < 0), vom găsi și o etapă de mișcare înce- 
tinită (fig. 1.12, a). 

În cazul mişcării rectilinii, bineînțeles a, coincide cu a. Ş 

Din (1.30) rezultă că unitatea de acceleraţie este egală cu acceleraţia unui 
mobil în mișcare uniform variată, a cărui viteză creşte-cu o unitate -(1 m/s) 
într-un interval de timp egal cu unitatea (1 s): 


a z = [a] = pIi] =F? = 1 mj? în SI. (1.34) 


- ui 
b), Mai general, fie o mișcare cu vectorul accelerației constant a = const 
(mișcare uniform variată generală). Atunci 7 


- t j 
pe: al = date = i + aat = în + a Ct). © (1.35) 


li fo 
Aceasta reprezintă de fapt ecuația vectorială, parametrică, a hodogrāfului 
„vitezei — o linie dreaptă (fig. 1.13). Mai departe, 
PR t 1 
wodr a an i > > > > 
v =, dr = vdi, Pro Vodi = ra + \ iv + a(t — to) ]dt 


to 3 to 


(1.36) 
=T + vlt — t) + Lig — bo). 


-> > 
Dacă v, este coliniar cu a, obținem o mişcare rectilinie uniform variată. 


Altfel mișcarea este plană în planul definit de vectorii DĂ şi a şi ecuația 
(1.36) reprezintă ecuaţia vectorială, parametrică, a traiectoriei, care este 


A -> 
o parabolă în acest plan, cu axa de simetrie paralelă cu a, şi cu concavi- 


o it-t) 


v i Y= consta 


m cm mm mal 


Fig. 1.13 Fig. 114 


tatea „orientată, bineînţeles, în sensul lui a (fig. 1.14). Dacă alegem axele 


DR i - 
de coordonate Öxy în planul mișcării cu axa Oy paralelă cu a, atunci pe 
componente (proiectăni ecuaţiile vectoriale pe axe): 


Uz = Vog | L = Zo F Voz(l — fo) 
Dy = Doy + alt— do) şi 3 Y = Yo F Voylf — to) + 5 a(t— t)" (1.37) 
(v: = 0) | (=0) 


(a, = 0, a, =a,a,=0), 
de unde, eliminînd timpul, rezultă ecuația traiectoriei : 
Doy 1 a 
y= y t = (£ — t) + — (2, (1.37) 
Voz 2 Vr 
care este o parabolă (fiind de forma y = Ar? + Bz + C). 


1.9. MIȘCAREA. ÎN CIMPUL GRAVITAȚIONAL (în vid) 


Experienţa cu tubul Imi Newton — tub vidat, suficient de lung, conti- 
nind diferite obiecte — arată că foaie corpurile cad în vid cu aceeași accele- 
rafie g, independentă de masa, natura, dimensiunile sau forma corpului. 


Vectorul accelerației Ş este orientat vertical spre centrul Pămîntului. Acce- 
leraţia gravitaţională g variază cu altitudinea, şi chiar la nivelul mării, 


: PEREA ; is 3 i rotației 
variază ușor cu latitudinea, datorită turtirii Pămîntului la Poli şi ro i 
diurne : la ecuator gx = 9,7805 mjs?, la poi gp = 9,8322 m/s?, la paralela 45%: 

= 9,80616 m/s8. ; É , 
4 În aer, pe lingă greutatea corpului G = mg, acționează şi forța de rezis- 
tență a aerului F,. Pentru corpuri mici şi grele G > F, şi obținem rezultate 
apropiate de mişcarea în vid. 


1.9.1. MIŞCAREA PE PARABOLA: 


Alegînd axele ca în figura 1.15 (viteza inițială d în planul Osy) avem: 


do. do, se 
az = a =0, ay = = — 9, (0-20), (1.38) 
de unde prin integrare : 
dz d se dau ln, 39 
E = oa a E Da = Doy — Ji, (Da = Voz E 0) (1.39) 
şi printr-o nouă integrare : i 
z = To + Vost, Y = Yo + Dost — at, z=% 0), (1.40) 


Doz = Vo COS Qo, Doy = Vo SÌN Xo. A 
i i ificația de viteză ini- 
Mişcarea este plană. Constantele de integrare au semnificația e ă 
ţială și poziţie iniţială (la £ = 0). Pe orizontală proiecția P” se mişcă a 
cu viteza Voz == Va COS &o, iar pe verticală proiecția P” se mișcă Bi orm 
variat cu viteza iniţială Voy = De sin ae şi acceleraţia a, = — g. bolit: 
Eliminînd timpul din (1.40) se obține ecuația traiectoriei, a parabolei : 


ga, (1.41) 
203 cos? ao 


y— Yo = (2 — To) tg o — 


Parabol 


Fie. 115 


Î i ifi =Y = ă caleulăm înălțimea maximă 
Alegînd pentru simplificare ze = yo ==0, să calculăm înâiţii 
Um a t alectoriei şi distanța maximă b pe orizontală (bătaia). Avem pentru 
coordonatele maximului traiectoriei : 


1 x 1 :n2 
yE) = 03 ami sin 2 a, Ym =" SIN Xo (1.42) 


sau altfel 


1 
v=0 a a deal ; (1.43) 


care introdus în (1.40) dă za, Ym. 
Din simetria parabolei sau din -condiția y == 0 rezultă bătaia b: 


1 A i 
b = 28m =— sin 20 după T = 2in D Vo SİN o. (1.44) 
g g 


Parabola de 
siguranță 


1/9 
Fig. 1.16 


Există încă o parabolă care atinge ţinta M (fig. 1.16), sub unghiul com. 
plementar a/2 — ag: . i 
= nsina- — «) Sian aas 
g 2 g 
Pentru v, dat, bătaia este maximă dacă a, = 45°: 


> bmas = 09. (1:45) 


Dacă ae = n/2, obţinem cazul aruncării în sus pe verticală, 


Timpa? de urcare (egal cu timpul de coborire) și înălțimea maximă sînt 
în acest caz: 


m =, (1.46) 


"care se pot obţine și din (1.33) punînd a, = — g. 
Traiectoria reală, ţinînd seama de rezistența aerului, nu. mai: este o 


parabolă, ei așa-numita curbă balistică (fig. 1.15), sensibilă la, forma corpului. 


Observaţie, Mișcarea în cimpul gravitațional terestru în vid (3 = const) este o mișcare 
uniform variată generală și conform lui (1:36) se serie vectorial astfel: 


> > >> >» > 1> 
P= dak gh, T= ry + vdt gte (147 


Proiectind aceste: ecuaţii pe axele unui SC ortogonal convenabil, regăsim ecuaţiile (1:39— 40) 


1.9.2. PARABOLA DE SIGURANȚĂ 


Pentru a atinge un punct (z, y) dat, unghiul &, de aruncare trebuie să 
verifice ecuaţia (1.41) (alegem originea O în punctul P; de aruncare, atunci 
To = Ya =0): i 


Lugat 2a). 
y =ztga— gg CH tB a). (1.48) 


Aceasta este o ecuație de gradul doi în raport cu tg. 
Dacă discriminantul acestei ecuații, 
v i 
A~ t — y — 5 1.49) 
29 i 2v3 (1.49) 
este negativ, nu avem soluţii reale pentru. tg a, deci punctul (x, y), nu poate 
fi atins. Dacă discriminantul este pozitiv, avem două soluţii reale. distincte 
pentru tg aa: punctul (x, y) poate fi atins prin cele două traiectorii para- 
bole distincte. Ahulind discriminantul, obţinem ecuaţia așa-numitei para- 
bole de siguranță 


E (1.50) 


locul geometric al punctelor atinse de o singură traiectorie. Pentru punctele 
exterioare parabolei de siguranță discriminantul este negativ şi nu avem soluţii 
reale pentru tg as. 

Dacă sè aruncă, corpul cu aceeaşi viteză ve sub diferite unghiuri «e, 
atunci toate traiectoriile parabole sînt înfășurate de parabola de siguranţă 
(de fapt un paraboloid cu axa Oy), care este atinsă de o traiectorie dată 
într-un punct de abscisă și ordonată: , ; 


i va 
Zi = 1919 tE do > Ems Ye = (1 — ctg’ 4) < Ym (1.50) 


Numai punctele situate sub această parabolă de siguranță pot fi atinse de 
un corp aruncat cu viteza inițială d, (prin două traiectorii dacă ţinta, este 
interioară. şi printr-o singură traiectorie dacă ținta este pe parabola de 
siguranţă). ' ` Ta 


1.10. MIȘCAREA CIRCULARĂ 
Viteza pe traiectorie sau viteza liniară este (R = const, 6 în radiani, 
fig. 1.17): aOR i 
ds  d(6R) _ dð 
di d di 


R =9R, (1.52) 


„ unde 


(1.53), 


1 


este vileza unghiulară (instantanee sau momentană). Acceleraţia tangențială 
este : i i j 


G,=— =— R=ecR, 
AE A a (59 
unde 
pt de gng i55 
di dê (1.55) 


este accelerația unghiulară (instantanee) în mișcarea circulară. Accelerația 
normală sau centripetă este: i 
v? ey A 3 
ün = F =V =o R . - (1.56) 


şi acceleraţia totală : 


a =E F E = RSE F o. (1.57) 
Viteza şi accelerația pot fi scrise vectorial dacă introducem vectorul 

5 $ 
viteză unghiulară œ situat pe axa cercului în sensul dat de regula burghiului. 


n h A . se E gi n Fi 
Atunci vectorul acceleraţie unghiulară e = va îi situat pe aceeași axă 


Gilo) (fig. 1.18). 
Se vede imediat că 


Ro > (1.58) 
= — o R =— — R. (1.59) 


Fig. 1.17 Fig. 1.18 


„Exemple, a) În cazul mișcării circulare uniforme se parcurg arce egale în timpuri egale : 
As/At = const = v., Atunci o = v/R = const, € o=0, aq = R = 0, dar a, = v/R# 0! 


d 
const = = o = 0 = foa 0 = 0, + olt — lo) 


sau, 9 = 0, + of, dacă t = O (0.60) 
Unilatea de viteză unghiulară este cgală cu viteza unghiulară a unui mobil care într-o 


mișcare circulară uniformă descrie un unghi la centru de 1 rad în unitatea de timp (1 5): 


+ > [o] = [9] = T” = 1s™ în SI (sau 1 rad/s). (1.81) 


o= 


Frecvența v sau turația n se exprimă prin co astfel: 


vers o=2aw (1.62) 
2r 
[v] = 1s™° = 1 Hz, [n] = 1 s`? sau rotjs. (1.63) 


Perioada (timpul unei rotații complete) este 


T=—=; (mas (1.64) 
kd o 


b) În mișcarea circulară neuniformă œ este variabil, funcţie de timp. De exemplu, 
în mișcarea circulară uniform variată avem î 


Ao — consta dd — e, ca = ce + et (1.63) 
dt 
a0 =ù 05 fou = + ott- et, 
dt 2 

ot = 02 + 2 el — O) (1.66) 
o= 0 4 EEL i= O co, coya te, (1.67 

Numărul de rotații efectuate: | 
N = (0 — 0.) : 27. (1.68% 


Unitatea de accelerație unghiulară este egală cu accelerația unghiulară a unui mobil aflat 
în mişcare circulară uniform accelerată a cărui viteză unghiulară crește cu o unitate (1 rad/s} 
intr-un interval de timp egal cu unitatea (1 5): 


=, [e] = mo = Ti = 1 5™ (sau 1 rad/s’). (1.69) 


e) Există o analogie între mișcarea circulară (uniformă, uniform variată ete.) și mișcarea 
curbilinie sau rectilinie corespunzătoare (uniformă, uniform variată etc.), mai exact între 
mărimile unghiulare și cele liniare, în baza formulelor (1.30— 32) şi (1.65--67). Mărimile care 


se corespund sînt următoarele : 


Mișcare curbilinie 
(mărimi liniare) 


Mișcare circulară 
(mărimi unghiulare) 


Mișcare curbilinie 
(mărimi liniare) 


Mișcare circulară | 
(mărimi unghiulare) | 


s 0 
t t 
s o=0 
0 = 0 + et 
a=0v=s s=o=6 
D = D -+ at o = o + et, 
S= 59 + Dt + a| 0 = 0, + ot -H ; et 


v? = vi + 2a,s 


= BE? 
2 
îm = — dala, 
Sm = — v20; 


o= o t 20 


= &to, 
în = — le i 
On = — 02/2e 


1.11. MIŞCAREA OSCILATORIE ARMONICĂ 


Proiectînd punctul P care se mișcă uniform pe cere (fig. 1.17), pe dia- 
metrul AA’ al cercului, obținem (notăm aici raza cercului cu A): 


x = A cos0 = A cos (ot + æ). < (1.70) 


Mişcarea punctului P’ de-a lungul dreptei AA’, descrisă de ecuația (1.70), 
se numeşte mişcarea armonică (sau sinusoidală) şi joacă un rol important 
în natură. Mărimea œ se numește elongatie şi reprezintă distanţa punctului 
pînă la centrul mișcării; A este amplitudinea mișcării, adică elongaţia ma- 
ximă (—A sa < A); argumentul 0 —ot-t+-a se numeşte faza mișcării, 
a este faza inițială (adică 0 pentru t =0); o =2rv == 2m|T se numește 
frecvența unghiulară (sau pulsaţie). Viteza şi acceleraţia punctului material 
sînt: 


v =i = —o0A sin (ot +a) = 04 cosfot + +a), (1.71) 


— oÁ Svsoă, 
a = =# = — WA cos (wt -+ «) = °A cos (ol + m -+ a) = — o", (1.72) 
— Asa S oA. 

Viteza este defazată înaintea elongaţiei cu 7/2 sau 7/4, iar acceleraţia 
cu z sau 7/2 (fig. 1.19). Viteza se anulează cînd elongaţia este maximă și 
invers, viteza este maximă pentru x =0 (de exemplu, oscilațiile mici ale 
unui pendul sau oscilaţiile verticale ale unui corp suspendat pe un resort 


4x ya 
QA 
4 


Fig. 1.19 


elastic). Acceleraţia este în opoziţie de fază cu elongaţia şi proporţională 
cu elongaţia, fiind îndreaptată tot timpul spre centrul mișcării. 

În ecuația (1.70) poate fi luat tot atît de bine şi sinusul în locul cosi- 
nusului (adică proiecția mobilului pe diametrul vertical); aceasta revine la 
schimbarea fazei iniţiale cu z/2, i 


1.12. PRODUSUL SCALAR ȘI PRODUSUL VECTORIAL 


1.12.1. PRODUSUL SCALAR 


Expresia analitică a produsului scalar într-un SC ortogonal se ob 
astfel : 
Deoarece 


1, ij = jk =ki =0, (1.73) 


= 
= 
Lai 


rezultă imediat : 


> 


Ub = (aai + ap) + a) Oi by) + bK) = arbe + ayby + debe (1.74) 


Pe de altă parte (notăm jaj =a, 15) =b): 


ab = ab cos (a, $. de unde cos (a, [5] -2. (1.75) 
a 
Produsul scalar este nul, dacă vectorii sînt perpendiculari. 


Exemplu : 
dt oag 


n 
aaa ==, rr ypirz=r, (1.76) 


-2 Pi 
(pătratul scalar « este egal cu pătratul modulului a°), de unde prin derivare 
în raport cu un parametru : 


G = (02) = Agia + apă, F asd,) = 20€ = 24d. (1.772 


1.12.2. PRODUSUL VECTORIAL 


Expresia analitică a produsului vectorial într-un SC ortogonal se ob- 
ține astfel : 


Deoarece : 


> a > a p 


Ixi=]x]=kxk=0, F x]=kjxk i Exi=] (178) 


rezultă imediat : 


4 


Ex b = (ai -b aj H a X (bai byl t bK) = (ayb — abi + 


-H (tabe — asb)] + (sby — ayba)k (1.79) 


sau sub formă de determinant : 


Ja ANR a Do Eu] e. sir 
a X b=iaz ay z|, la X b| =absin (a, b). (1.80) 
be by be 


Doi vectori paraleli au produsul vectorial nul. 


1.12.3. PRODUSUL MIXT 


Cu ajutorul formulelor de mai sus putem demonstra expresia prođu- 
sulni mizi, care este simetric la permutări circulare : 


da dy lz 
IË xI =l d di] = EE x =a x D= 50. (181) 
ta Cy Ca 


Dacă doi vectori din produsul mixt sînt egali sau paraleli, produsul mist 


este nul. 
Produsul mixt este numeric egal cu volumul paralelipipedului construit pe 


cei trei vectori. 
1.12.4. DUBLUL PRODUS VECTORIAL 


Folosind expresiile analitice de mai sus, putem verifica următoarea dez- 
voltare a dublului produs veclorial : 


Tx Üx = bad — eab). (1.82) 
PROBLEME 


1.1. Care este hodograful : a) vitezei; b) accelerației, unci pietre aruncată sub un unghi 
æ față de orizontală cu viteza iniţială v? 


R. a) Segmentul de dreaptă : Dy = Vo COS Qor wyl © Da SN ao; (fig. 1.20); 
b} Se reduce la un punct. 


Tig. 1.20 


1.2. Care este hodograful vitezei şi accelerației unei particule în mișcare eireulară wni- 
formă cu viteza v pe un cerc de rază R? 

R, Cerc de rază v; cere de rază v?/R. 

1.3. Care este hodogratul vitezei unei particule în mișcare circulară uniform variată ? 

R. „Spirala“ v? = Rf} + 2e(0 — 0,)] = 03 + 20, R(0 — 0o). 

1.4. Un corp aruncat oblic. în cîmp gravitațional în vid atinge înălţimea praximă 


h= 14,7 m, raza de curbură a traiectoriei fiind în acest punct R = 9,8 m. Să se afle viteza 
inițială v, şi unghiul ci a, cu orizontala. 


R. v = Vg + R) = 19,6 m/s; xy =-ărctg V2 R = 60°. 


1.5. Un corp sc mişcă pe o traiectorie după legea s= b'o” — c (b, c, n — constante 
pozitive), la momentul inițial t = 0, coordonata iniţială fiind sa = 0. Să se deducă legea 
variației vitezei în funcţie de timp. 


n— 


1,6, Într-o mișcare încetinită diagrama vitezei în funcţie de timp este reprezentată 
printr-un sfert de elipsă din primul cadran (fig. 1.21), Viteza iniţială este v, = 10 m/s și 
timpul pînă la oprire îm = 40 s. Să se calculeze distanța s, parcursă pînă la oprire. 


R. Sn = bob = 314 m. 
4 


Elipsä Fig. L21 


| 
ȘI t e 


E 1.7. Cunoscind accelerația tangenţială a, = F(D şi timpul pînă la oprire î, al unui mobil, 
să se scrie legea vitezei în funcţie de timp și să se exprime distanța sẹ pină la oprire printr-o 
singură integrală. i 


t t 


m m 


R. v = — \ Odl; sm = — (Apar, i 
rii 


o 


1.8. Ecuațiile cinematice ale mișcării unui mobil sint: s= A cos œl, y = B sin ot, 
(4, B, w — constante pozitive). Să se afle: a) traiectoria ; b) viteza v(x, y); €) hodograful 
vitezei; 0) acceleraţia totală a și accelerația normală a, ; e) raza de curbură a traiectoriei. 

R. a) Elipsa x°/A? + y"/B? = 1 parcursă în sens trigonometric ; b) v = ABo/h = oD’, 
unde h = A2B*//Bi -+ Ay: este distanța de la origine (centrul elipsei) pînă la tangenta la 
elipsă, D’ = semidiametrul conjugat cu raza 'vectoare ; e) elipsa 3142405] B:=c* (asemenea 
cu traiectoria); d) a = wr, r =V F y*, orientată spre centrul elipsei, a, = œ?h ; e} R = 
= A? B?jle, 

1.9. Un mobil descrie uniform cicloida (tig. 1.22) 


æ= Ru — sing), y = R(1 — cos g) 


Fig. 1.22 


cu viteza constantă v. Să se arate că proiecția acceleraţici mobilului pe axa Oy este constantă. 
Cicloida este curba descrisă de un punct dat al unui cerc de rază R care se rostogolește 
fără lunecare pe o dreaptă fixă (02). 

Reciproc: Un mobil se mșică uniform pe o curbă plană cu viteza constantă v. Să se 
găsească ecuaţia curbei, dacă proiecția accelerației pe o dreaptă din plan care taie curba, 
este constantă (a, = const < 0). 


R. a) ay = — vj4R ; b) cicloida (pentru t= 0 alegem r=0, y =v =y =0): 
æ = Rarc cos [1 — +) — Vy(2R — y), (R = — va). 


1.10. Un lanţ (sau un fir omogen) suspendat de capetele sale ia sub acţiunea greutăţii 
forma curbei „lănţișor“ (cosinus hiperbolic) : 
y = bch -E = ob (02 + e72), (b = const), 
b 2 
Un mobil se deplascază uniform pe lanţ cu viteza constantă v. Să se calculeze acceleraţia şi 
raza de curbură în funcție de poziţia (x, y) a mobilului, 


R. a = bo], R= yj 


1.11. Să se arate că alegind convenabil scările pentru viteză și acceleraţie, unghiul sub 
care se vede vectorul accelerației normale din viriul vectorului viteză este egal cu unghiul 
sub care se vede vectorul viteză din centrul de curbură al traiectoriei, 


1.12. Să se calculeze, în funcţie de viteză și acceleraţie, lungimea coardei interceptate pe 
cercul de curbură de către linia de acţiune a accelerației. 


R. 1= w/a. 


1.13. Un mobil descrie o traiectorie plană astfel, încit v, = c = const, Să se arate că 
atunci accelerajia se scrie 


a = »]Re, 

unde v este viteza mobilului și R raza de curbură. 
1.14. Să se arate că în cazul unei mișcări plane viteza pe traiectorie a mobilului se scrie + 

v= + A$, 


unde R este raza de curbură a traiectoriei, iar 0 unghiul dintre vectorul viteză (sau versorul 
tangentei la traiectorie) şi o dreaptă fixă din planul mişcării, 


-1.15, Un, mobil. se mișcă în plan astfel, încit unghiul e dintre viteză și acceleraţie este 
„unstant. Să se arate că viteza pe traiectorie a mobilului se scrie 


v tt 0ohotea, 


unde 8 este unghiul dintre vectorul vitezei (sau versorul tangentei la traiectorie) și o dreaptă 
fixă din plan. ` 


1.16. Ecuațiile mișcării unui mobil sînt următoarele : 


x= rcosol, y =rsinol, z= cl, (ro, C constante pozitive). 
Să se afle: a) viteza; b) hodograful vitezei; e) acceleraţia ; d) raza đe curbură. 


R. Traiectoria este o elice (dreaptă) de rază r și pas h=c am unghiul de inclinare 
Q 


tga = 2rr]h = rofc; a) v Vra + è = rolsina = const; b) cercul 02 + v2 = Ra! din 
planul 7,=c (viteza descrie suprafața unui con); €) a = 0, = rœ? = pè sint ajr = vR, 
aL Oz şi taie Oz; d) R = rjsin? «. 


1.17. Un mobil se mișcă uniform variat- pe. un cerc de rază R = 10 cm. Să se afle acce- 
leraţia normală a, a mobilului după ¿= 20 s, ştiind că după N, = 5,0 rot de :la pornire 
viteza mobilului a fost vâ= 10 cm/s. 


= 1,0, cm/s?. 


1.18. Un mobil se mişcă pe o traiectorie circulară după legea s = cf, unde c == 0,10 cm/s*, 
Să se afle accelerația tăngențială a, in momentul cind viteza este v = 0,30 m/s. 


FRA = 2/30 = 6,0gem js? Si 


1.19. Un mobil se mișcă pe un cerc de rază R astfel, incit unghiul œ dintre viteză și 
accelerație este constant. Să se exprime viteza în funcţie de timp, viteza iniţială fiind vo. 
Re oa Prtzt 
R — vt ctga 


1.20, Să se calculeze amplitudinea A şi pericada Ta oscilaţiilor armonice ale unui mobil 
cunoscind vitezele mobilului vie corespunzătoare elongaţiilor Xy, 


Di via? E ] 
n. A= a ig 2 || . 
vi — vi v — 


1.21, Două particule se mişcă cu vitezele constante vi. La un moment dat ele au vec- 


E 
torii de poziţie ris. Care este condiția ca particulele să sc ciocnească ? 


> >» -> 
D= V: Ts — ri 

RI E, 
- > > > 
DV l-a 


1,22. O particulă porneşte cu viteza iniţială v, avind accelerația a = roata, Să se afle legea 
vitezei şi legea mișcării, 


ae v, 
R. v Voi F ox? = v, ch ot: e mash al, 
o) 


1.23, O particulă descrie o curbă planii. astfel sucit dreapta suport a accelerației trece 
printr-un punct fix. Să scarate ci accelerația se poate exprima astfel : 


a = 4v dvjdr. 
Cum trebuie tratat cazul singular al mișcării circulare uniforme ? 


1.24. se demonstreze că traiectoria unui punct a cărui viteză este constantă în modul, 
r accelerația trece printr-un punct fix, este un cerc. 


CAPITOLUL 2 
PRINCIPELE DINAMICII 


Mecanica clasică (newtoniană) se :bazează pe trei legi generale sau prin- 
cipii, formulate de Isaac Newton in celebra sa carte „Principiile matema- 
tice ale filozofiei naturale“ (1687). 


2.1. PRINCIPIUL INERȚIEI (LEX PRIMA) 


Experienţa arată că un corp în repaus faţă de Pămînt rămîne în repaus 
atita timp cît asupra sa nu acţionează alte corpuri, care să-i modifice această. 
stare. De asemenea, experienţe efectuate cu bile netede și dure (de exemplu, 
de metal) lansate pe suprafețe orizontale netede și dure (de exemplu, pe 
gheaţă), cînd greutatea bilei este neutralizată de reacţiunea normală a pla- 
nului și forțele tle frecare sînt mici, arată că mișcarea bilei se apropie tot 
mai bine de mișcarea rectilinie uniformă. De aici, prin abstractizare, se ajunge 
la prineipiul sau legea inerţiei (prima lege a lui Newton), cunoscută încă 
de Galilei (1632): 

` Un punci material rămîne în repaus sau în mișcare. rectilinie uniformë 
alila timp cît asupra sa nu acționează alle corpuri care să-i schimbe această 
siare de repaus sau de mişcare rectilinie uniformă, 

Principiul. inerţiei nu poate fi verificat direct experimental, deoarece 
nici un corp nu poate fi sustras complet acţiunii altor corpuri, de exemplu, 
atracției gravitaționale a Pămîntului. Dar este verificat prin toate conse- 
cinţele sale. 

Experienţa arată de asemenea că la orice acțiune exterioară care caută 
sä schimbe starea de repaus sau. de mișcare rectilinie uniformă a corpului, 
corpul se opune, reacţionează, adeseori destul de puternic. 

Proprietatea unui corp de a-și menţine starea de repaus sau de mișcare 
rectilinie uniformă, în absenţa acţiunilor exterioare, sau de a se opune la. 
orice acţiune exterioară care caută să-i schimbe starea de mișcare, se nu- 
mește inerție. 


Astfel, corpurile sînt. inerle în sensul că nu-și pot schimba de la sine 
starea lor de repaus sau de mişcare rectilinie uniformă. În virtutea inerfiet 
corpurile se mișcă rectiliniu uniform în absența acțiunilor exterioare și da- 
iorită inerției tind să-şi mențină această stare de mișcare, opunindu-se saw 
reacţionind la acţiunile exterioare. 


Conform principiului inerţiei, mișcarea rectilinie uniformă se autoîntreține, 
adică nu necesită nici o acţiune exterioară pentru menţinerea ei. Dimpotrivă, 
orice acţiune exterioară strică o astfel de mișcare, curbînd traiectoria şi 
modificînd viteza, adică produce o mișcare accelerată. 

În practică se întîlnesc frecvent mișcări rectilinii uniforme, dar totdeauna 
produse de acțiunea altor corpuri, de exemplu, un tren tras de o locomotivă, 
o sanie trasă de un cal etc. În asemenea cazuri există totdeauna acţiuni 
opuse, de obicei frecările, astfel încît în total acţiunile exterioare se com- 
pensează reciproc. Prin urmare, principiul inerţiei se aplică și în cazul cînd 
rezultanta tuturor acţiunilor exterioare asupra punctului material este nulă. 

Din principiul inerţiei rezultă de asemenea că mișcarea rectilinie uniformă 
joacă în natură un rol deosebit, privilegiat, 


2.2. SISTEMELE DE REFERINȚĂ INERȚIALE 


În formularea principiului inerției nu se spune nimic despre SR. Or, 
este evident că mișcarea rectilinie uniformă faţă de un anumit SR nu mai 
este astfel faţă de alte SR accelerate faţă de primul. Prin urmare, principiul 
inerţiei în nici un caz nu poate fi valabil faţă de orice SR. Dacă însă 
principiul inerţiei este valabil într-un SR dat, atunci el va fi automat valabil 
în toate SR care se mișcă.recliliniu uniform faţă de acesta, și sigur nu va 
fi valabil faţă de SR care se mișcă accelerat față de acesta (v. 2.7). 

Sistemele de referință în care este valabil principiul inerției se numesc 
sisteme de referinţă inerţiale.:  ./ SACA: CANE Ea 

Newton a presupus existența unui spațiu absolut și a unui timp absolut : 

„Spaţiul absolut nu este, din cauza naturii sale însăşi, în nici un fel de 
raport cu vreun obiect oarecare, fiind mereu același şi în nemișcâre“. 
„Timpul absolut, adevărat și matematic, se scurge prin,natura sa. însăşi 
uniform, fără nici.o relaţie cu vreun obiect oarecare“. Sai 
. „Mişcarea absolută este deplasarea unui corp dintr-o poziţie absolută 
spre altă poziţie absolută“. i $ ERE h 

În spațiul absolut se alege un SR absolut, adică fix și invariabil. Drept SR 
absolut era considerat sistemul de' toordonate astronomic legat de stelele 
fixe şi nebuloasele îndepărtate, și timpul sideral. Experiența arată că față 
de acest SR principiul inerţiei este valabil cu toată precizia atinsă astăzi. 
Un sistem inerţial foarte bun este sistemul heliocentric al lui Copernic, 

“Un SR legat de Pămînt nu este riguros inerţial, așa cum confirmă expe- 
rienţele, din cauza rotației diurne a Pămîntului. Abaterile sînt însă mici și 
în primă aproximaţie le putem de obicei neglija, considerînd SR legat de 
Pămînt ca fiind practic inerţial. ` ; îl daca 

Din punctul de vedere al principiului inerţiei toate SR inerţiale sînt 
absolut cchivalenie, nici unul din ele nu poate fi considerat fix sau absolut. 
Aceeași conciuzie rezultă și din celelalte principii ale mecanicii, astfel încît 
se poate afirma că nu esistă un spațiu absolut, care să poală fi luat drept SR. 

Mai mult, în teoria relativităţii se arată că spaţiul și timpul sînt /egate 
între ele şi proprietăţile lor sînt determinate de materie și mișcare. ` 

© O formulare mai chprinzățoare şi mai. profundă. a principiului inerţiei 
este următoarea: 5 , . I 
„ Particule suficient.de. depărtale unele de altele (izolate între ele) se. mişcă 
unele faţă de altele rectiliniu uniform. ni i ; . 


2.3. NOȚIUNEA DE FORȚĂ 


Noţiunea de forță are la origine senzația de efort care apare atunci cind 
ridicăm sau ţinem o greutate, cind tragem sau împingem un corp pe o su- 
prafaţă. Totodată putem indica direcția şi sensul în care îndreptăm efortul, 
precum şi punctul unde aplicăm acest efort, De aici se obţine prin abstrac- 
tizare noțiunea de forță ca vector. Prin intermediul forțelor corpurile acţio- 
nează unele asupra altora, transmiţind mișcarea mecanică. 

Forţele produc efecte siutice de deformare a corpurilor (sau de echilibrare 
a altor forţe) şi efecte dinamice de modificare a vitezei, adică de creare a 
accelerațiilor. f 

Exemple de forțe : greutatea corpurilor, presiunea sau tracţiunea produse 
de corpuri sau fire, reacţiunea elastică a unui resort deformat, rezistența 
opusă de fluid la înaintarea unui corp etc. 

Măsurarea forțelor se face pe baza efectelor lor. Există corpuri, numite 
elastice, la care deformaţiile (nu prea mari) dispar- odată cu îndepărtarea 
forțelor care le-au produs, de exemplu, resorturile, Se poate considera că 
deformările elastice sînt proporționale. cu forțele care le produc. Dinamo- 
melrele sînt resorturi elastice prevăzute cu riglă gradată pentru măsurarea 
alungirilor, deci şi a forțelor respective, Un etalon mai bun îl constituie 
greutatea unui anumit corp de referinţă într-un anumit loc pe suprafaţa 
Pămîntului. i 

Astfel, unitatea Filogrem-forță (kgi) este greutatea (în vid) a etalcnului masă de 1 kg 
(păstrat la Sèvres) în cimpul gravitațional ncrmal (stonded) gy == 9,80665 m/s? care coincide 
practic cu valoarea ge = 9,80616 m/s? de la nivelul mării și paralela 45°, ; 


Experiențele (nerelativiste) arată că forţele se compun după regula para- 
lelogramului (Heron din antichitate, S. Stevin — 1605, G. Roberval — 1636), 
adică sînt mărimi vectoriale. De aiei se abstrage principiul independenţei: 
acţiunii forţelor (formulat separat de Newton): ER 

Uri corp sub acțiunea simuliană a două forțe descrie (pornind din 'repaus) 
diagonala unui paralelogram avînd ca laturi aceste forțe, în acelaşi timp în 
care 'ar descrie separat fiecare latură sub acțiunea forfei corespunzătoare, ` 


2.4. PRINCIPIUL FUNDAMENTAL (LEX SECUNDA) 


Dacă aplicăm unui punct’ material diferite forţe F, punctul material 
capătă accelerații a coliniare şi proporţionale cu forţele aplicate (fig. 2.1) + 


i > 
> F > > d 
a= F ma m 


m dt’ 

i (2.1) 
unde m este un parametru 
pozitiv, caracteristic punctului 
material, numit masă. Newton `“. 
av definit: masa unui corp: ca : 
măsură a cantității de materie. 
conţinute în corp. Cu cit masa 
unui corp este mai mare, cu: 
atît acceleraţia, produsă: de o 


forță dată, este mai mică. De aici rezultă că masa unui corp este o măsură 
a inerției sale, adică o măsură a gradului de opunere sau de reacțiune a 
corpului la acţiunea forţelor exterioare care îi schimbă starea de repaus sau 
de mișcare rectilinie uniformă. În această calitate de măsură a inerției, masa m 
se numește masă inerlă sau inerțială şi se manifestă deci sub dublu aspect, 
pasiv şi activ: în absenţa forțelor exterioare corpul își păstrează mișcarea 
rectilinie uniformă, conform principiului inerției, iar sub acţiunea unei forțe 
exterioare admite o accelerație invers proporțională cu masa sa inertă, con- 
form principiului fundamental. 

Ecuația (2.1) reprezintă legea fundamentală a dinamicii (legea a doua 
a lui Newton, 1687), i 


Observaţii : 1) Ecuația F = ma nu ns spuna nimic desprelnatura forţei ; ea poate fi de 
natură gravitațională, electromagnetică, nueleară sau în particular, forţă elastică, forță de 
frecare etc. i i 

3 ir) > . w P KAATE 

În ecuația F = ma forța apare sub formă abstractă ca un model mecanic al oricărei inter+ 


actiuni a corpurilor, independent de. natura fizică a acestei interacțiuni. În modul acesta, ` 


= = A 
ecuaţia F = ma, pe lingă caracterul de lege a naturii. poartă și caracterul de definiție dina- 


axței, de exemplu, pentru oscilatorul elastic trebuie cunoscută legea lui Hooke, pentru sistemul 
solar — legen atracției gravitaționale, pentru atom — legea lui Coulomb a interacţiei electro- 
statice (mai general, electromagnetice) etc. E ` PS 

2) Experiența arată că principiul fundamental este valabil numai în SR inerfiale, la fel 
ca şi principiul inerției. Legea fundamentali (2.1) nu se schimbă cind trecem de la un SR 
inerţial la altul, deoarece nici mărimea forței (măsurată eu dinamometruliţ deci cu ajutorul 
viglelor și ceasornicelor), nici mirimea accelerației nu se schimbă în acest caz (după cum 
vom vedea în 2.7). - z 

Vom stabili mai tirziu modulţin care se scrie legea funaamentală' în cazul unui SR ne- 
inerţial (cap. 10). 

3) În teoria restrinsă a relativității a lui Cinștein (1995) se arată, și experienţele confirmă, 
că in viteze [foarte mari, apropiate de viteza luminii în vid c= 2,997925-10% m/s, masa 
corpului nu rămine constantă, ci crește cu viteza după legea : 


m, 
m= > 


n, : a (2.2) 
Vize > 
unde m, esto masa corpului în repaus. 
Atunci legea fundamentală (2.1) tre- 
Duie scrisă corect astfel (așa a scris-o 
şi Newton): 

> (mo) 


Pt (2.3) 


dp Produsul mv reprezintă deci o mă- 
„ap Time importantă, (cantitatea de mis- 
care sau impulsul punctului material) 
dig. 2.2). 
Traiectoria Mecânica clasică nu ceste vala- 
bilă nici în domeniul atomic, unde:se 
Fig. 2.2 aplică mecanica cuantică; 


forței. D acesa pentru determinarea mișcării unui sistem trebuie cunoscută şi legea: 


2.5. GREUTATEA ȘI MASA 


Greutatea unui corp este în esenţă forfa cu care el este atras de Pă- 
mint (v. $ 10.2). Static, greutatea se manifestă prin: forța cu care corpul 
apasă pe un plan orizontal sau întinde firul de suspensie. Dinamic, greutatea 
produce căderea corpului lăsat liber. Experiența arată că în vid, cînd nu 
acţionează decit forţa de greutate, toate corpurile cad (într-un loc dat) cu 
aceeasi acceleraţie g independentă de masa, natura, dimensiunile sau forma 
corpurilor, deci conform ecuaţiei (2.1): 


G =—mg, 9 =Glm. (2.4) 


Această relaţie este fundamentală pentru măsurarea masei, deoarece reduce 
compararea maselor la compararea greutăților lor, într-un același loc : 


G1|Ga = mame. | l (2.5) 


Măsurarea masei se face cu ajutorul balanței. 
Unitatea de masă, numită kilogram, este egală cu masa prototipului din 
platină-iridin păstrat la Biroul Internaţional de Măsuri şi Greutăţi de la 
Sèvres (Franţa). , 
în SI masa se alege ca mărime funda mentală, forța fiind atunci o mă- 
rime derivată. Unitatea de forță rezultă din legea fundamentală : 


[F] = [m][a] > [F] = METH =1kg-m/? = 1 N în SI 


| (2.6) 
sau [F] = 1 g-cm/s? = 1 dyn =107°N în CGS. 


Unitatea de forță (1 N) este egală cu forţa care aplicată unei mase egale cu 
unitatea (1 kg) îi imprimă o accelerație egală cu unitatea :(1-m/s2). 


- Unitatea kilogram forlă (kgt) din sistemul tehnic MISIS este egală cu greutatea unui 
dzilogram-masă în cimpul gravitațional normal gy = 9,80665 m/s? sau, în altă formă, este forța 
are aplicată unei mase de 1 kg îi imprimă o acceleraţie egală cw accelerația gravitaţională 
normală ga = 9,80665 ms: i 


1 kgf = ï kg:9,80665 m/s? = 9,80665 N 2 9.8 N. is o HAN 


De aici se vede că într-un cimp gravitațional normal (standard) masa unui corp exprimată in 
ky coincide numeric cu greutatea sa exprimată în kgf. nu insă în alte cîmpuri gravitaționale. 
De exemplu, pe Lună, nn corp cu masa de 1 kg are greutatea de 0,165 kgf (g, = 1,62 m/s’), 
dar pe Soare: 27,5 kgf. (gs = 271 m/s’). 

Subliniem încă o dată deosebirea dintre greutatea unui corp și masa sa: 

“Greutatea unui corp este. o forță, egală cu forța de atracţie exercitată de 
Pămint. Ea Variază cu altitudinea şi latitudinea, fiind dependentă de cîmpul 
gravitațional. Greutatea. se măsoară cu dinamometrul. Masa este o măřtime 
scalară, <o caracteristică internă a corpului, independentă de altitudine şi 
latitudine. Măsa se măsoară cu balanța (se poate măsura şi cu dinamometrui 
prin metoda substituției : se măsoară alungirea produsă de corpul măsurat, 
apoi se înlocuieşte corpul cu mase etalon pînă se obţine acecași alungire). 

Proprietatea corpurilor de a atrage alte corpuri şi de a fi atrase de alte 
corpuri, exprimată în 'legea atracției universale. a lui Newton (cap. .8), 
este cea de-a doua manifestare a masei (alături de inerție). În această. calitate 
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masa se numeşte masa grea sau 'gravifică (sau gravitațională) şi este o măsură 
a interacțiunii corpului cu cîmpul gravitațional. Datorită masei gravifice 
corputile creează un cîmp gravitațional și suferă acțiunea unui cîmp gravi- 
taţional; de aceea masa gravifică se mai numește şi „sarcină“ gravifică, 
fiind analoagă sarcinii electrice. 

Experiențele confirmă cu mare precizie faptul că cele două proprietăți, 
inerția. și gravitatea, se datoresc unei mărimi unice : masa corpului, cu alte cu- 
vinte, masa inertă este egală cu masa gravifică, Acest fapt stă la baza teo- 
riei generale a relativităţii (a cîmpului gravitațional) a lui Einstein (1916). 

În baza acestei egalităţi, aceeași formulă (2.4) exprimă forța gravitaţio- 
nală static prin masa grea și în acelaşi timp dinamic prin masa inertă. Cu 
ajutorul balanței măsurăm masa grea, deci automat și masa inertă. 


2.6. PRINCIPIUL ACȚIUNII ȘI REACȚIUNII (LEX TERTIA) 


Experienţa arată că acţiunea unui corp asupra altuia poartă totdeauna 
caracterul unei interacțiuni, adică acţiunea unui corp asupra altuia naște 
simultan o reacțiune a acestuia din urmă asupra primului, — corpurile ac~ 
ționează deci unul asupra celuilalt, 

Principiul III afirmă că fiecărei acțiuni i se opune totdeauna o reacțiune, 
egală în modul și de sens contrar, sau, altfel, acțiunile reciproce a două corpuri 
(puncte materiale) sînt toldeauna egale în modul și dirijale în sensuri contrare 
(legea a treia a lui Newton). Cele două forţe, acţiunea și reacţiunea, sînt 
aplicate simultan și la corpuri diferite (de-a lungul dreptei care unește cele 
două corpuri). 

Subliniem că aici este vorba de o > inlerac[ie mutuală simullană și nu de o 


cauză şi un efect. 
Exemple. În statică : un corp aşezat peun plan orizontal apasă asupra planului cu grem 
tatea sa,. deformindu-l., Se naște simultan, o 'reacţiune din partea planului, egală în modul 


şi de sens opus, aplicată corpului. În dinamică : dacă tragem accelerat un cărucior cu o forță | 


dată; resimţim simultan asupra noastră o. reacțiune egală în modul și de sens contrar din 


partea căruciorului, 

Acţiunea și reacţiunea apar nu numai la contactul a două corpuri, ci și în cazul inter= 
acțiunii prin intermediul unui cimp. De exemplu, atracţia giavitaţională reciprocă dintre 
daia: corpuri, interacțiunea dintre două corpuri cu sarcini electrice ete. 


2, 7. TRANSFORMĂRILE LUI GALILEI 


Un ‘eveniment (de exemplu, cicenirea , a două particule, prezenţa. unei 
particule clasice într-un anumit l e la un “anumit moment etc.) este, carac- 


terizat prin patru coordonate : locul — prin 3 coordonate spaţiale £, y, z` 


şi niorhentul — prin timpul! (coordonată temporală); 

Un acelaşi eveniment sau: proces :(de exemplu, mişcarea unei particule). 
poate -fi studiat din două. SR diferite -— vom spune de către doi observatori 
diferiți, fiindcă oricînd putem presupune, fără a restringe generalitatea, 
că în fiecare, SR se află cite un observator care studiază evenimentele 
și reciproc, de fiecare observator este legat un SR propriu (SC, riglă și cea- 
sornic). Fiecare observator măsoară: coordonatele evenimentelor 'cu instru- 
mentele sale (rigla și ceapornicnl) şi stabileşte legile exprimate în aceste. 
coordonate. pa Ea 
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2.7.1. TRANSFORMARILE LUI GALILEI 


Este important de stabilit legătura -dintre coordonatele unui eveniment 
măsurate de diferiți observatori (adică din diferite SR), adică transformările: 
de coordonate care dau trecerea de la un SR la altul. Astfel putem vedea care 
aspecte ale fenomenelor și legilor sînt, relative, adică dependente de SR și 
care sînt absolute sau invariante, adică independente de SR (aceleaşi pentru 
toţi observatorii). 

Vom presupune că riglele și. ceasornicele diferiților observatori sînt 
consiruite și. etalonate identic, adică după aceeași „reţetă“ (acelaşi procedeu 
tehnologic). i 

Fie. două SR notate cu S şi s (fig. 2.3). Presupunem că S’ se, mişcă 


faţă de S rectiliniu uniform cu viteza constantă u. Din punctul de. vedere al 
observatorului S, aplicînd regula adunării Vectorial; rezultă conform fig. 2.3 : 


R $ - >- n 


2 =7— 00, dar 00 =m, + ut, 
deci 


d 


nai 


>- - D 
; ro — l, l =t — to . (2.8) 
unde toate mărimile sînt măsurate cu instrumentele din S. Dar.nu această 
legătură ne intereseăză, Noi vrem să stabilim legătura dintre coordonatele 
G, t) ale evenimentului P, măsurate de observatorul S$ cu instrumentele 
ak, . ~ 2 
sale, și coordonatele: (r”, t) ale aceluiași eveniment dar măsurate de' obser- 
vatorul  S” cu insirumeniele sale, Or, instrumentele (rigla şi și ceasornicul) din 


S' se află în mișcare faţă de S! Dar atunci vectorul op P =r măsurat:. de 
fiecare observator din S şi S’ cu instrumentele lui, va da același rezultat.? 


Fig. 2.3 


În mecanica clasică newtoniană se consideră că lungimile (distanțele) și 
luratele (intervalele de timp), măsurate în diferite SR, sînt aceleaşi, adică au 
un caracter absolut sau invariant, adică rezultatele măsurătorilor de lungime 
și durată nu depind nici de mișcarea instrumentelor de măsură (rigle și 
<easornice), nici de mişcarea obiectelor măsurate. 

Această ipoteză este foarte bine verificată în domeniul vitezelor! obiș- 
nuite (chiar pentru viteze cosmice), dar în domeniul vitezelor foarte. mari, 


apropiate de viteza luminii c = 3.105 m/s (de exemplu, în cazul particulelor 
elementare), această ipoteză nu mai este exactă și trebuie aplicată mecanica 
» relativistă. 

Răminînd în cadrul mecanicii clasice, în baza caracterului absolut al 
lungimilor, riglele din diferite SR (construite şi etalonate la fel) vor indica 
aceeași lungime, dimensiunile unui obiect sau distanţa spaţială dintre două 
evenimente va fi aceeaşi în toate SR. La fel, în baza caracterului absolut 
al duratelor, ceasornicele din diferite SR (construite şi etalonate la fel), vor 
arăta aceleași durate sau intervale de timp ale proceselor, durata unui proces 
sau distanța temporală dintre două evenimente va fi aceeaşi în toate SR. 
Timpul va curge la fel în toate SR. Evenimente simultane într-un SR vor 
fi simultane în toate SR (pentru toţi observatorii), adică simultaneitatea 
evenimentelor are caracter absolut sau invariant. 

Ad miţind această ipoteză, putem considera că în relaţiile (2.8) toate 
mărimile fără accent, adică T, t, sînt măsurate de observatorul S cu instru- 
mentele sale, iar mărimile cu accent, adică ri, t, sînt măsurate de observatorul 
S' cu instrumentele sale, adică (2.8) ne dau chiar legătura căutată dintre 
coordonatele unui eveniment P, măsurate în S, şi coordonatele aceluiaşi 
eveniment P măsurate în S’. 

„Relaţiile (2.8) se numesc transformările Ini Galilei; ele dau trecerea de 
la un SR Iå altul, mișcat recțiliniu uniform faţă de primul. Cunoscînd coordo- 
natele C, t) ale unui eveniment, măsurate într-un SR dat (cu instrumentele 
din acest SR), putem calcula coordonatele œ, Y) ale acestui eveniment, 
măsurate în oricare alt SR, în mișcare rectilinie uniformă faţă de cel dat. 


2.7.2. COMPUNEREA VITEZELOR 
Scriind transformările inverse, care dau trecerea de la S' la S: 


T =r ER EUU + E= H o (2.9) 


diferenţiindu-le : 


dr =ar -+ ud”, dt = ar (2.10) 
şi împărțindu-le membru la membru : A 
d drd ar „> 
ouo d 
găsim legea clasică de compunere (sau de transformare) a vitezelor : 
D= iu, (2.11) 


sc 


S 
-adică viteza v, faţă .de S, este egală cu viteza „relativă o, faţă de S' plus 


viteza de „transport“ u a sistemului S’ faţă de S, 


2.7.3. COMPUNEREA ACCELERAȚIILOR 


Diferenţiinăd relaţiile (2.11) și împărțindu-le la df = di”, obţinem legee 
de compunere (sau de iransformare) a accelerațiilor : 


di = do, (di =0), di = d, 


adică accelerația este aceeași în toale sistemele de referință care se mișcă recti-. 


liniu uniform @ = const) unele faţă de allele, adică accelerația este invariantă 
față de sistemele de referință aflate în /ranslație relativă uniformă, 

Dacă acceleraţia este nulă într-un sistem S, adică particula este în repaus. 
san se mişcă rectiliniu uniform faţă de S, atunci acceleraţia va fi nulă în, 
oricare alt sistem S’ mișcat rectiliniu uniform faţă de primul, adică particula, 
va fi în repaus sau în mișcare rectilinie uniformă în toate aceste sisteme 
de referință aflate în translație uniformă unele față de altele. 

Dacă acum principiul inerfiei este valabil față de un SR, deci acesta 
este inerţial, atunci acest principiu va fi valabil în toate SR aflate în trans- 
laţie uniformă faţă de primul, care vor fi de asemenea inerţiale (şi sigur 
nu va fi valabil faţă de SR accelerate față de primul), deci avem o familie 
de SR inerţiale care se mișcă unele faţă de altele rectiliniu uniform. 

Reciproc, dacă două SR sînt inerţiale, atunci ele se află în translație 
uniformă unul Jaţă de celălalt, altfel invarianţa accelerației (2.12) ar fi violată 


(u # const; du/dt # 0) și a =0 într-un sistem n-ar implica w =0 în ce 
lălalt sistem. 


2.8. PRINCIPIUL RELATIVITĂȚII 
(DIN MECANICA CLASICĂ) 


Cele trei prineipii ale mecanicii sau legi ale lui Newton sînt suficiente 
pentru a clădi întregul edificiu al mecanicii clasice cu toate legile sale. 

Primul principiu (al inerției) este valabil în toate SR ineițiale, deoarece 
este chiar folosit pentru a defini aceste sisteme, 

Al doilea principiu (al acţiunii forţei) este de asemenea valabil în toate 
SR inerţiale. În adevăr, pe de o parte, acceleraţia este acecași (invariantă) 
faţă de toate SR inerţiale, după cum am arătat, iar masa se consideră con- 
staniă în mecanica clasică newtoniană, deci ma este invariant. Pe de altă 
parte, măsurarea forței cu dinamometrul se reduce la măsurarea alungirii 
unui resort, adică la măsurarea simultană a coordonatelor capetelor resor- 
tului, ceea ce, în virtutea caracterului absolut al lungimilor și duratelor 
(în particular, a simultaneităţii), va conduce la acelaşi rezultat pentru forță 


în diferite SR, deci ecuaţia fundamentală a dinamicii È = ma, este aceeași 
în toate SR inerțiale. 

În sfirșit, al treilea principiu (al acțiunii și reacţiunii) este şi el valabil 
în toate SR inerţiale, 


Principiile mecanicii newtoniene fiind aceleași în toate SR inerțiale, 
rezultă că toate legile mecanicii (care sînt consecinţe ale principiilor) sînt ace- 
deaşi în orice SR inerțiale. . de un 

Acesta este conţinutul principiului relativităţii în mecanică, găsit. încă 
«de Galilei (1632), o 

Folosind transformările Galilei, putem enunţa principiul relativităţii 
«astfel : 

Legile mecanicii clasice newtoniene sînt invariante la iransformările Galilei, 
„pe scurt, sînt Galilei-invariante sau G-invariante. 

De aici rezultă că din punct de vedere mecanic toate SR inerţiale sînt 
-absoluti echivalenie ; nici un SR inerţial nu poate fi considerat fix sau absolut, 
stoate sînt egal îndreptăţite, 

“Prin urmare, nici o experiență mecanică efectuată în interiorul unui: la- 
'borator inerţial nu ne permite să determinăm mişcarea să rectilinie uniformă 
faţă .de stelele fixe (faţă de alte SR inerţiale). De exemplu, nici o experiență 
mecanică efectuată într-o cabină închisă a unui vapor sau avion, aflat în 
mişcare rectilinie uniformă față de Pămînt, nu :ne permite să determinăm 
mișcarea acestui vapor sau avion. Într-adevăr, nu ne putem da seama dacă 
“vaporul (trenul). merge 'rectiliniu uniform sau, stă,,pe. loc, deoarece. toată 
“activitatea noastră decurge absolut la fel în cele două cazuri. Lucrurile se 
schimbă radical într-un SR neinerțial. În acest caz legile lui Newton . nu 
mai sînt valabile și cu ajutorul experienţelor mecanice efectuate în interiorul 
:sistemului (pe. baza abaterilor: de la legile lui Newton) putem determina 
-accelerația acestuia, de exemplu rotația sa, faţă de SR inerţiale (față de stele); 
„Astfel se poate dovedi cu ajutorul experienţelor, mecanice efectuate într-un 
"laborator pe Pămînt, că Pămintul se rotește (abateri în căderea liberă a 
“corpurilor, rotația planului de oscilație a unui pendul). ` i 

Principiul relativităţii din mecanică a fost extins de A. Einstein (1905) 
Ha întreaga fizică. ‘Astfel, toate legile fizicii (mecanice, electromagnetice,’ op- 
‘tice, nucleare etc.) sînt aceleași în toate SR inerţiale, sau altfel, nici o expe- 
rienţă de fizică efectuată în interiorul unui laborator inerţial nu ne permite 
să determinăm mișcarea rectilinie uniformă a acestuia faţă de alte labora- 
“toare inerţiale (faţă de. stele și nebuloase îndepărtate). 

Trebuie observat că spre deosebire de mecanica clasică newtoniană, în 
mecanica relativistă lungimile și duratele se schimbă atunci cînd trecem de 
la. un SR inerţial la altul (contracția lungimilor şi dilatarea duratelor), de 
:aceea se obţin alte transformări. de coordonate (transformările Lorentz) în tocul 
+ransformărilor Galilei (v. cap. 11). ; 


PROBLEME 


2,1. Să se considere cazul particular al transform rilor Galilei cind sistemele S, S” au axele 
paralele, se mișcă de-a lungul axei comune Oz și la £ = !'.= 0 originile lor coincideau (fig. 2.4). 


KS i -> - > > => > EA 
R i r =r — ut, t = t și reciproci r= r +u t= (2.13) 
“supe componente : 
i f ag = 
DT mi 2.14). 


* 7 =z z=7 
d =t =t 


e tal , , 
v= v -$ u Sau Vy = D3 + U, Vy = Vi V, = Dh (2.15) 
și invarianța accelerației a 
în ji) i , , pi 
a = a’, SAU Ag = Ay Ay = Ap A; = 0h. (2.16) 


22, Se poate construi un sistem coerent „gravitațional“ de unităţi, scriind legea atracției 
gravitaționale F = —mM/r?, Păstrind unităţile fundamentale L, M, T, care ar fi atunci di- 
mensiunile! forţei și energiei? Cum s-ar scrie principiul I11? 

R. [F] = ML = kg?/m? = forţa de atracție dintre două particule de cîte 1 kg la distanţa 

3 


îi 1 
de 1 m; [W] = M'L = kg?/m ete. ; F = 7 ma, unde y = 6,67-10- i 7 este constanta, 
rge 


gravitațională. 


CAPITOLUL 3 
DINAMICA PUNCTULUI MATERIAL 


> 3 


Din legea fundamentală a mecanicii F = p rezultă trei teoreme : a im- 
pulsului (sau cantităţii .de mișcare), a momentului cinetic şi a energiei ci- 
netice. Aceste trei teoreme sînt valabile atît în mecanica clasică, cit și în 
mecanica relativistă, cu deosebirea că în mecanica clasică masa se consideră 
constantă, iar în mecanica relativistă masa crește cu viteza după lega (2.2) 
şi de aceea. expresia energiei cinelice este alta. 


3.1. TEOREMA IMPULSULUI 


Legea fundamentală a mecanicii : 


= dmv) dp >det = șI 
= =—, = mo, 3.1) 
di dt dă € 


unde p = mo este impulsul punctului material (cantitatea de mișcare), afirmă 
că forța aplicată punctului material este egală cu derivata impulsului punctului 


material în raport cu timpul, 
Din ecuaţia (3.1) rezultă 


F dt = d(mo) = dp, (3.2) 
ta 
ASNB a= pe — Pi = AP = AD) = mite — mii 83) 
i 
io mecanica relativistă masa este constantă, de aceea (3.3) devine: 
zen 
Ë= Şi di = moa — mb. (3.4) 


h 


Integrala B se numeşte impulsul forței (în teoria ciocnirilor se mai numește 
percutie). Ecuația (3.3) exprimă teorema impulsului. 


Teorema impulsului: Impulsul forței rezultante aplicale punctului material 
esie egal cu variația impulsului punciului material. 

Dacă rezultanta forţelor aplicate este permanent nulă, impulsul punctului 
material se conservă, adică punctul material rămîne în repaus sau în miș- 
care rectilinie uniformă. Un punct material nu-şi poate schimba de la sine 
impulsul său (măsura mișcării mecanice), ci numai sub acțiunea unei forțe 
„aplicate lui. 

$ 
Conform principiului III, forța F este efectul inleracfiunii punctului 


material cu alte corpuri, asupra cărora se exercită acțiunea P =— F din 
partea punrtului material, Putem, astfel, scrie 
P =F (Brar (Fa Ap, (3.5) 


prin urmare, creșterea vectorială a impulsului punctului material se obține 
pe scama scăderii corespunzătoare a impulsului corpurilor care au acționat 
asupra sa. Avem deci un transfer de impuls de la un corp la altul, realizat 
prin intermediul forţei, în procesul interacțiunii. Impulsul este o măsură 
vectorială (de tip spaţial) a mișcării (din punctul de vedere al translaţiei 
spaţiale). Teorema impulsului exprimă o lege de conservare a mişcării materiei. 
Existența, mărimii fizice impuls și a legii fizice de conservare a impulsului 
este legată de proprietatea de omogenitate a spaţiului (simetria la translaţii). 

Impulsul se măsoară în N's =kg-m/s (în SI) sau dyn-s =g-om/s 
4în CGS). i i 

În procesele de ciocniri, unde apar forţe puternice în intervale scurte de 
timp, impulsul forței se mai numește uneori percuție (sau percusiune). 


3.2. MOMENTUL FORŢEI. MOMENTUL CINETIC 


Dacă un rigid are un punct fix (o articulaţie) în jurul căruia se poate roti 
iber, atunci aplicînd o forţă rigidului, el se va roti în jurul unei axe trecînd 
prin articulaţie, perpendiculară pe planul definit de articulaţie și forță 
(fig. 3.1). Efectul este același, oriunde am aplica forța pe suportul său (de 
exemplu, prin intermediul unui fir 
Aung). Dacă suportul forţei trece prin 
articulaţie, rigidul evident nu se ro- 
“teste. Efectul de rotaţie este deter- 
“minat de forţă şi de distanţa su- 
portului său pînă la articulaţie 
braul forţei), Ținînd seama de di- 
recţia axei și sensul rotației, putem 
spune că efectul de rotaţie este dat 
de momentul forței față de polul O, 
«definit prin produsul vectorial : 


ii ti?x F, M=rFsine =Fb, 
(3.6) Fig. 3.1 


unde r este vectorul de poziţie al.punetului de aplicaţie al forţei, iar b — brafuf 
forţei, adică distanţa de la pol la dreapta de acţiunea forței (fig. 3.1) (Ch. 
Huygens 1693, L. J. Lagrange 1793). Momentul forţei se măsoară în Nem. 

Momentul forței este numeric egal (ca la orice produs vectorial) cu aria 


paralelogramului construit pe cei doi vectori E, È) sau cu dublul ariei 


triunghiului construit din O pe F. Momentul nu se schimbă dacă forța lunecă 
pe suportul său. 

Dacă rigidul are o ază fixă în jurul căreia se poate roti liber, atunci o: 
forţă paralelă cu axa de rotaţie sau concurentă cu aceasta nu produce rotație.. 
Efectul -de rotație este produs numai de componenta transversală (pe axă) a 
forței, înmulțită cu brațul ei, adică de momentul forței în raport cu axa 
(fig. 3.2): 

MŽ Fb. 6.7) 

= > 

Acesta este egal totodată cu proiecția pe axă a vectorului moment M =r x F 
față de un pol de pe axă: 


My =M = eE x E) =e 6 x E, e -- versorul axei, (3.8) 


Cealaltă componentă My tinde să rotească doar axa de rotaţie. 
La fel ca mai sus se definește momentul oricărui vecilor, de exemplu, mo-' 
mentul impulsului, numit moment cinetic (sau moment unghiular) (fig. 3.3): 


' > def > - - 


LÆ; xp =r x m. (3.9 


Momentul cinetic se măsoară în J.s (sau erg:s). 


3.3. TEOREMA MOMENTULUI CINETIC 


Derivînd re : a (3.9) în raport cu timpul şi înlocuind derivata impulsului | 


prin forță, conf “m ecuației fundamentale (3.1), obținem 


d Ẹ > > dp > a > 
— = — XxX p+trx—=rx F=M, 
d dt d: 


- 
- 


d > - ; 
deoarece TKP =v X mo Z 0, fiind vectori paraleli, deci 


= zi E aie oii Aa 
A <: M=rx F (r x p} L, M =L, (3.10) 

i l d: dt : 

Momentul forței este egal cu derivata momentului cinetic în raport cu timpul. 
Momentul fortei şi momentul cinetic se consideră faţă de acelaşi punct (pol) 
fiz într-un SR inerţial). 

Se poate spune că (3.10) este o „transcriere“ sub forma unghiulară 
a lui lex secunda (care are forma liniară). 

:"- Analog ca la: teorema impulsului obținem teorema momentului cinetie : 


| RSE ia = [Fx i= AË =P, Li 13.10 


adică impulsul momentului ia momentul impulsului} forței aplicate punctului 


material este egal cu variaţia momentului cinetic al punctului. material. 

Dacă momentul forţei rezultante este permanent nul, momentul cinetic 
al punctului material se conservă: un punct material nu-și “poate “schimba 
momentul său cinetic decît sub acţiunea unui moment al forţei, 


Exemple. a) În mișcarea rectilinie uniformă fa o, M= 0, deci impulsul È se congervă 
şı momentul cinetic È față de orice pol se conservă í (fig 3.4) „Aceasta rezultă şi direct, căci 
momentul unui vector nu se schimbă dacă vectorul (mo = const? lunecă pe suportul său. | i 

h) În mișcarea circulară uniformă forța este centripetă, trece permanent prin centrul 
cercului, deci momentul ei faţă de acest centru este permanent zero (fig, 3.5). Atunci momen- 
tul cinetic al particulei faţă de centrul cercului se conservă (fig. 3.6) Acest lucru se găsește 
şi direct căci Izl |= [2 x ms] = rm = mo = „const (fiindcă v =| l= = const, = const), 
dar direcţia și sensul lui T de asemenea se conservă : L = mrig este perpendicular pe pla- 
nul cercului (fig. 3.6). 

€) În mișcarea unei planete in jurul Soarelui, forța asupra planetei trece permanent prin 
centrul Soarelui (forţa de atracție gravitațională), deci momentul ei faţă de Soare este perma- 
ment zero și atunci momentul, cinetic al planetei faţă de Soare se conservă, deşi orbita. nu este 
în general circulară, ci eliptică, Soarele aflindu-se într-unul din focarele elipsei (fig. 3.7). 


~- Momentul cinetic 'definit mai sus se mai numește și moment cinetic or- 
bital sau extern, deoarece 'este legat de mișcarea “particulei pe o orbită 
(traiectorie), spre deosebire de momentul cinetic propriu sau inlern, numit 
şi spin la particule elementare, 


l 


= Fx mi =const 


17| =const 


c t) = consi 


p =const, lt =const 


ap Fig. 3.4 Fig. 3.5 


tăzconst. Ñ =0 
[= fe mo= Mes U 


=mrâ = con l 
iu) = const XV =CONsr 


Š 


m 


Fig. 3.6 . Fig. 3.7 


Momentul cinetic este și el o măsură a mișcării (din punctul de vedere 
al rotației): Teorema momentului cinetic exprimă o lege de conservare a 
mişcării mecanice, transmise de la un corp la altul prin intermediul forței în: 
procesul interacțiunii. Existenţa mărimii fizice moment cinetic şi a legii: 
fizice de conservare a monientului cinetic este legată de proprietatea de 
izotropie a spaţiului (simetria la rotații). 


Observaţie. În mecanica cuantică se arată, şi experienţa confirmă, că în aemeniul eimir 
se manifestă caracterul discret, cuantificat al momentului cinetic : 


L: = lt, l=0, 1, 2...5 


h 
(a = A a 1034510734 J: s (h — constanta Planck). (3.12% 


2r 


Spinul poate avea și valori semiintregi (multipli de ñ/2). J 


"34. LUCRUL MECANIC. PUTEREA 


3.4.1. TUCRUL MECANIC: 


Forţele pot produce deplasări ate corpurilor pe o direcție oarecare. O' 
măsură a efectului util al forţei în acest proces este dată de lucrul mecanie, 
definit prin produsul dinire deplasare și componenta forței pe direcţia deplasării 
deoarece componenta, normală a forței nu poate, contribui la deplasarea dată 
(fapt. observat încă de Euler) (fig. 3.8), Astfel, lucrul mecanic este definit 
prin produsul scalar dintre forța care acţionează asupra punctului material gë 
deplasare : 


r =- = _> 
aw E Par = 25 at, W sf g Far | Fade + F dy + Fiad = 


Š f (Fade + Fyvy + Fw)di, (3.13% 


dr = ati | J | + 4) dz ! Say ! az, 


În cazul ‘forței constante „dig. 3.9): 


wW (Bar = ză Fr, — r) = FÂr = Fd cost, d), E = const. 
(3.14) 


Tig, 3.8 x r „Fig. 3.9 


Dacă forța este tot timpul perpendiculară pe direcția deplasării, lucrul 
mecanic efectuat de forţă este. nul. Prin urmare, într-o mișcare curbilinie 
numai componenta tangențială a forței efectuează lucru mecanic, și nu com- 
penenta normală, 

Pentru unitatea de, lucru mecanic rezultă : 


[W] = [F]d] = LMT- = 1 kgem?/s? =1JinSI (3.15) 
sau 
[W] = 1 gem?/s? = 1 erg = 10-7J în CGS. (3.16) 


Unilaiea de lucru mecanic (1 J) este egală cu lucrul mecanic efectuat de 

o forță unitate (1 N) pe un drum egal cu unitatea (1 m) în direcția forței. 
O unitate des folosită este kilowatora : 4 

1 kWh = 1 kW-1 h = 3,6105. (3.17) 


4.2. PUTEREA 


Acelaşi lucru mecanic poate fi efectuat în diferite intervale de timp. 
Definim puterea medie în intervalul de timp At prin raportul dintre lucrul 
mecanice W efectuat în acest interval şi intervalul At: 


W 
Pr 3.18 
CT (3.18) 
şi puterea instantanee sau momentană : 
2 V V 
Eim E, (3.19) 
Ao At dt 


Dacă lucrul mecanic este efectuat uniform, limita din (3.19) coincide cura- 
portul (3.18). Ţinind seama de (3.13), rezultă 
VAI E ; 
P A = F ar == Fo, (3-20) 
di dt i 
adică pulerea dezvollată de o forlă este egală cu produsul scalar dinire forţă 
şi viteză. i 


Pentru unitatea de putere rezultă : 
[P] = (WI = LMT = 1 kg-m?fs = 1 W = 1Jlsîn SI (3.21) 


sau 
[P] = 1 g-cm?/s* = 1 erg/s în CGS. 
în sistemul MKIS: 
[P] = 1 kg m/s = 1 kgt+ms = 9,80665 W. (3.22) 
în sitrșit, o unitate tolerată este calul putere: 


1 CP = 75 kgmls = 736 W. (3.23> 


3.5. TEOREMA ENERGIEI CINETICE 


Înmulţind ecuaţia (3.1) scalar cu di = vdi, obţinem 


(mo) za — atm) =V dm + modo = dm -+ mvdv, (3.24) 


dé 


aw = Far 


A - = 
unde v =v9 = v?, care prin diferențiere dă v do = v dv. 
Spre deosebire de celelalte două teoreme, nu putem înainta aici mai 


departe fără a cunoaşte concret dependența masei de viteză. În mecanica 


clasică m = const, astfel încî? 


dW =F dr = mo dv E m) dE, m = const, (3.25) 
2 
W =È Bă = AE, = Ea — En (3.26) 
1 
unde 
E, det În up al m = const, (3.27) 
2 2m i 


se numeşte energie cinelică a punctului material (în mecanica relativistă se 
obține o altă expresie pentru energie cinetică). 

Teorema energiei cinetice.. Lucrul mecanic efeciuat de forța rezultantă, 
aplicată punctului material, esie egal cu variaţia energiei cinetice a. punctului 
material, 

„Dacă rezultanta forțelor aplicate: este permanent nulă, energia cinetică 


a punctului material se conservă: un punct material nu-şi poate modifica 
energia sa cinetică decît sub actiunea unei forţe aplicate lui. 


particula din repaus pînă la viteza v sau altfel spus, cu lucrul mecanic necesar 


Energia cinelică este egală cu lucrul mecanic cheltuit pentru a aduce 


pentru a opri particula sau, în fine, cu lucrul mecanic restituit de particulă 
la oprirea sa. 

Energia cinetică este o măsură scalară (de tip temporal) a mişcării, Exis- 
tența mărimii fizice energie cinetică și a legii fizice de conservare a energiei 
cinetice este legată de proprietatea de omogenitate a timpului (simetria la 
“translaţii temporale). i 

Mişcarea mecanică se transmite de la un corp la altul în procesul inter- 

2 


= 


acțiunii lor prin intermediul forței. Impulsul forței È = F di, impulsul 


nt 


2 2 
momentului forței K = Șăi di -(e x at și lucrul mecanic val- forței 
i i 


y 
: TAIF my x hi > 5 i Pes se 
W = \l'dr măsoară cantitativ mișcarea mecanică transmisă, fiind egale 
i 
Fi . > sype . re id . . . 
respectiv cu variația cantității de mișcare p = mw, a momentului cinetic 
SE aa E Ve > 
L =r xp =r X moşia energiei cinetice E, = mv?/2 a punctului material. 
Impulsul ca măsură a mişcării a fost introdus în mecanică de Descartes 
(1644), iar energia cinetică (de fapt „forța vie“ mw) de Leibniz (1686). 


Observăm că ezistă în gencral o funcţie LE D) (Lagrange), astfel încît impulsul și energia 
particulei se exprimă astfel : 


' P = e = grad pL, E= pu L. ` (3.28) 
unde pentru particula liberă + 


L= m] = Ec, dacă m = const (3.29) 
(În mecanica relativistă expresia lagrangeanului este alta), 


3.6. ENERGIA POTENŢIALĂ 


3.6.1. FORȚE CONSERVATIVE 


Fie punctul material într-un cîmp de torţe F(r). Există cîmpuri de forţe, 
numite conservative, de exemplu, cîmpul gravitațional sau cîmpul electro- 
static, pentru care lucrul mecanic efectuat de forţele cîmpului asupra punc- 


tului material nu depinde de traiectorie sau de viteza punctului, ci numai, de 
poziţiile iniţială și finală. Atunci lucrul mecanic efectuat de cîmp asupra 
punctului material pe o traiectorie închisă este nul (fig. 3.10) : 


Wias cai Wu oa, Was Wu ue 0, Waas t Wani =0, 


` Wian =0 sauf F dr =0. > (3.30) 


Reciproc, se poate lua această proprietate drept definiţie a cîmpului con- 
servativ : 


Un cîmp de forțe esie conservativ dacă lucrul mecanic efectuat de forjele 
cimpului asupra punctului material este zero pe un drum închis. 


3.6.2. ENERGIA POTENȚIALĂ 


Alegind un punct de referinţă fix arbitrar Pe 
(adesea la infinit), numim energie potenţială a 
punctului material înir-un punct P(r) lucrul meci- 
nic, cu semn schimbat, efectuat de forțele cîmpulut 
peniru a aduce punciul material din punctul de 
referință P, în punclul considerat P sau lucrul 
mecanic efeciuat de forțele cimpului peniru a deplasa punclul material din 


Fig. 3.10 


PE) în punctul de referință Ps: 


P Po 
vč — (ză gy (E ar, avut! Par. (8.31) 
tp, P 


Atunci lucrul mecanic efectuat de cîmp între două puncte Pi, va îi egal cw 
minus variaţia energiei potenţiale între acele puncte : 


2 0 2 | 
W =| ë dr =f Far (Far Ul) — Ul) =— AU, (8.82) 
A J 3 A A 
ceea ce se obţine și direct prin integrarea relației Pdr = — aU. 


Invers, cunoseînd energia potenţială UG) putem calcula prin derivare 
forțele (forțele derivă din energie potenţială, precum cîmpul din potenţial) = 


— ay =Ëdr= F, dz + F, dy + F, dz, 


aU =? ar p 2U ay 4 ÊU de = grad U-d, (3.33) 
dz ay az 
i UL ay 
F, =— L = — aU, Fy =— ÎL E — ôU, Fam E — GU, 
ĉe ëy az 
3 U` 
È =. grad U == 
cr 


adică forța este gradientul cu semn schimbat al energiei polențiace (gradientul 
unui scalar este un vector ale cărui componente sînt deriv atele parţiale ale 


scalarului). 


3.6.3. SUPRAFEȚE ECHIPOTENŢI ALE. 
LINII DE FORJA 


le, 
Suprafețele pe care U = consi se numesc suprafețe echipotenţia 
Dară ne deplasăm pe o astfel de suprafață dU =0, dar dU = — aiw = 


=-F dr, deci 4W =0 și È L dr, adică lucrul mecanic este nul; 


forta F este perpendiculară pe suprafeţele 
echipolențiale şi îndrepială în sensul des» 
creşterii energiei potentiale (fig. 3.11). (Gra- 
dientul unui scalar este totdeauna perpen- 
dicular pe suprafețele pe care scalarul 
este constant şi îndreptat în sensul 
creșterii scalarului). 

Liniile de forţă stni curbele de-a lungul 
cărora vectorul forță este tangent; ele sînt 
normale pe suprafețele cchipolenţiale, Fig. 3.11 


tinu Je tort 


` 
Suprotete 
achipoten- 
uale 


3.7. CONSERVAREA ENERGIEI MECANICE 


Să considerăm mişcarea particulei într-un cîmp de forțe conservative, 
Atunci, aplicînd teorema energiei cinetice (3.26), obținem 


wW (Ear AE, = Es — Ea AU = U, — Us, (fiindcă W = -— AU), 


AE, + AU = A(E. + U) =0, E, + U = E = const, (3.34), 
Ea + U, = Ea + Ue = E = const. 


Aceasta «ste teorema conservării energici mecanice, adică a energiei cinetice 
și potenţiale : 

Într-un cîmp de forțe conservative are loc în timpul mișcării o transfurmare 
reciprocă a energiei cinetice și potenţiale a parliculei, suma lor răminînd constantă. 

Pentru un cîmp de forțe neconservalive (disipative), cînd lucrul mecanic 
depinde de traiectorie şi de modul de mişcare, nu există energie potenţială, 
și atunci energia mecanică (cinetică) nu se conservă, ci se transformă în alte 
forme de energie nemecanice. De exemplu, în cazul forţelor de frecare, cind 
lucrul mecanic depinde de lungimea drumului şi nu este nul pe un drum 
închis, energia mecanică se transformă în căldură (se disipează în mediu 
trecînd în energie internă). 


Să presupunem acum că punctul material se află într-un cîmp de forţe 


SEA -> 
conservative F(r) care derivă deci dintr-un potențial U(r), şi este supus. în 


același timp la o forţă neconservativă (disipativă) Fi Aplicînd din nou 
teorema energiei cinetice (3.20), obținem acum 


wW (ë L E) Ë = AB, =| Fata $ îi de = AU + W, 


wW = f E dr = A(E, + U). 


Lucrul mecanic at forțelor neconservative (disipative) aplicate punctului 
material esie egal cu. variaţia energiei mecanice a punctului material, 

De exemplu, lucrul mecanic al forţelor de frecare, care este totdeauna 
negativ, deoarece forțele de'frecare sînt dirijate în sens contrar mişcării, 
produce o scădere a energiei mecanice, transformînd-o în căldură. 


Exemple. a) Cazul unidimensional, Fie cazul cînd energia potențiulă depinde de o singură 
xoordonată (de exemplu, distanţa pină la un centru al forțelor) (fig. 3.12). În absența torţelor 
*disipative (neconservativa), energia mecanică totală E = E, + U se conservă şi energia cinetică 
“se obține ca diferența E, = E — U. În figura 3.12, în cazul energiei totale Ẹ = PM avemi 
U= PN şi E, = NM. Deoarece totdeauna E, > 0. punctul material se poate mișca fie numai 
în „groapa de potenţial“ AQB (s, << s <S s:) din care nu poate ieși, fie în regiunea de la G 
“a” infinit (s > s,) şi nu poate escalada „bariera de potenţial“ BTC. 


“y 


Fig. 3.12 


În punctele unde energia potențială U are extreme, derivatele ei, deci forţele (v. 3.33) 
“se anulează și punctul material așezat în repaus în aceste puncte va.fi în echilibru. În cazul 
«inimului energici potenţiale, echilibrul este siadil, deoarece la o deplasare a mobilului, U ar 
“crește şi E, ar deveni negativă (deci viteza imaginară !) (în fig. 3.12 poziţia Q(s,)). Dacă i se 
imprimă mobilului o viteză mică, el va oscila tot timpul în jurul poziţiei de echilibru stabil 
ispre deosebire de cazul maximului lui U, cînd mobilul se va depărta de poziția de echilibru 
instabil (fig. 3.12, poziţia T). (L. J. Lagrange 1788, G. L. Dirichlet 1846). 

Dacă există frecări, energia mecanică va scădea și oscilațiile particulei se vor amortiza, 

b) Pentru cimpul gravitațional terestru în apropierea suprafeței Pămîntului, lucrul mecanic 
“efectuat de forța de greutate mg între două puncte Piss depinde numai de diferența de nivel, 
astfel incit (fig. 3.13): 


U= (— mg) dz = mgz. (3.36) 


auina 


‘Suprafețele echipotențiale sint plane orizontale, liniile de forță sint drepte verticale și forţa 
ang este indreptată în jos, în sensul descreșterji energiei potenţiale U: 
F= — 3U, =0 FR ôU =0, Fi — ô,U =— mg. (3.37) 


Dacă avem o suprafaţă netedă, fără frecare, cu profilul ca în figura 3.12, atunci energia 
potențială a unui punct material aflat pe această suprafaţă în cîmpul gravitațional terestru 
va fi dată de aceeași curbă U ~ z, dacă s măsoară distanţa pe orizontală, De accea mișcarea 


unei particule (săniuțe) pe această suprafață 
în cîmpul gravitațional terestru va ilustra 
perfect. mişcarea particulei în cimpul considerat 
U(s). De aici provin şi denumirile: „groapă“ 
de potenţial „„barieră“ de potenţial, a „esca- 
lada“, efect „tunel“ ete. Observăm că în me- 
canica cuantică, spre deosebire de mecanica 
clasică, există o probabilitate nenulă ca parti- 
cula să treacă prin bariera de potenţial BTC 
din figura 3.12 (efect „lunel“), 


Fig. 3.13 


3.8. FORTELE DE FRECARE 


La contactul dintre două solide apar forțe de frecare. Ele se datoresc: 
întrepătrunderii asperităţilor și neregularităţilor microscopice ale celor două; 
suprafeţe care se ating. În planul de contact există, desigur, două forțe- 
de frecare : acţiunea şi reacţiunea, egale în modul şi de sens opus, una ac- 
ționează asupra unui corp, iar cealaltă asupra celuilalt corp. Chiar înainte- 
de a începe lunecarea apar forţe de frecare între solide, numite forţe de- 
frecare statică sau de aderenţă. În cazul lunecării ele se numesc forţe de frecare: 
cinetică sau de frecare la lunecare, 

Pentru a deplasa un obiect 
pe podea, de exemplu, un dulap, 
trebuie să împingem obiectul cu 
o anumită forţă minimă, necesară 
pentru a-l urni din loc, adică 
pentru a învinge înțepenirea (ade- 
renţa) iniţială, de repaus, Există 
deci o forţă de frecare statică sau 
de aderenţă, mazimă, fs Dar, 
odată corpul urnit din loc, este 
necesară o forță mai mică pentru 
a-l menţine în mișcare de lune- 
care, pe podea, adică pentru a 
învinge forta de frecare cinetică 
sau de lunecare, fe <f (fig. 3.14). 


3.8.1. LEGILE FRECĂRII 


Experiențele conduc la urmă- 
toarele două legi ale îrecării: 

1. Forja maximă de aderență 
fs şi forla de frecare la lunecare fe 
între două corpuri nu depind de 
aria suprafeţei de contact dintre 
corpuri. 

2. Forţa maximă de aderență fs 
și forța de frecare la lunecare fe 
sînt proporționale cu forța de 


F- fel 
= k0 


apăsare normală N, care se exer- i] 
cită între corpuri la suprafața lor 
de contaci : 
fs =N, fe =N, fs > fo E= f e S0 
is > pos (3.38) est 


unde y, este coeficientul de ade- 
rență, iar ue este coeficientul de 
frecare: la lunecare. 


Fig, 3.14 


Aceşti coeficienţi de frecare nu depind .de aria suprafeței de contact 
dintre cele două corpuri (nelubrifiate), ci de natura materialelor și felul 
prelucrării suprafeţelor.de. contact (gradul de șlefuire sau de contaminare 
cu oxizi sau alte substanţe). Coeficientul ype este practic independent de 
viteza relativă de lunecare a corpului (la început scade puţin cu creșterea 
vitezei, apoi crește). 

Dacă așezăm un corp pe un plan înclinat, atunci unghiul maxim de 
echilibru e, este dat de tg e; = u, și se numește unghi de aderență. La fel 
unghiul planului pentru care corpul lunecă uniform q, este dat de tg pe =u. 
și se numește unghi de frecare la lunecare. 

În probleme de statică (echilibru cu frecare) sau de rostogolire fără Lu- 
necare intervine us, iar în probleme de cinematică în care apare lunecarea 
corpurilor intervine p, Uneori deosebirea dintre ps şi pe poate fi neglijată, 
deoarece valorile lor sînt apropiate între ele. i 

Cele două legi ale frecării au fost descoperite experimental de Leonardo 
da Vinci (1452—1519) şi redescoperite în 1699 de inginerul francez G. Amon- 
tons. Ulterior savantul francez. Charles A. Coulomb (1736—1806) a efectuat 
multe experienţe asupra frecării şi a subliniat deosebirea dintre frecarea 
statică și cea cinetică. În cinstea lui cele două legi îi poart numele: 


i 3.8.2, EXPLICAȚIA LEGILOR FRECĂRII. 


Aceasta rezultă din analiza microscopică a suprafețelor în contact. Oricit 
de șlefuite ar fi suprafeţele, ele prezintă nenumărate neregularități sau aspe- 
ități microscopice. Atunci aria reală a contactului este mult mai mică decit 
aria aparentă macroscopică (poate îi de zece mii de ori mai mică). Această 
arie reală de contact este proporțională cu apăsarea normală, deoarece 
vîrturile neregularităţilor, dacă sînt supuse la apăsare sporită, se defor- 
mează plastic (presiunea este foarte mare din cauza ariei mici) și aria reală 
de contact creşte practic proporțional cu apăsarea. În cazul lunecării aceste 
contacte-suduri dintre suprafeţe sînt rupte şi se formează continuu altele noi. 
La rostogolire asperităţile sînt mai degrabă „netezite“ sau „călcate“, decit 
rupte ca în cazul lunecării, de aceea frecarea la rostogolire este mult mai mică 
(de sute de ori), decît frecarea la lunecare (așa se explică rolul rulmenților). 

Este bine cunoscut rolul frecării în natură şi în tehnică. 


3.9, PROBLEMELE DINAMICII PUNCTULUI MATERIAL 


În mecanica punctului material se pun următoarele două probleme : 

I. Cunoscind legea de mișcare a punctului material, să se determine forța 
sub acțiunea căreia se produce această mișcare. 

Problema se rezolvă prin derivarea succesivă a ecuaţiilor cinematice ale 
mișcării. Întîi se obţin componentele vitezei, apoi ale accelerației. Înmulţind 
acestea din urmă cu masa, obținem componentele forței. 

II. Problema fundamentală, Cunoscînd forța care aclionează asupra punc- 
tului material, poziția inițială şi vileza inițială, să se delermine legea de mișcare 
a punctului material. 

Problema se rezolvă prin integrarea succesivă a ecuațiilor diferențiale ale 
dinamicii punctului material : 

5 > . 
mr = F sau mă = Fp, my = Fy, mz = Fz, (3.39) 
în care forța este în general funcţie de coordonate (poziţie), timp şi viteză : 


Pf Epic r . . . sger . : 
F(t, î. v). La aceste. ecuaţii se adaugă de obicei anumite condiţii restrictive 


Lg su aia al condiţii pentru forţe, de exemplu pentru forţele 
i „Pentru a stabili corect forțele trebuie în primul rînd precizat bine sistemul 
fizic pe care-i studiem. Apoi îl izolăm mintal de mediul înconjurător şi repre- 
zentăm acțiunea mediului asupra corpului prin forțele corespunzătoare + se 
spune că „eliberăm“ corpul de legăturile sale (cu mediul) dar introducind 
reacțiunile respective ale legăturilor. Obţi- i i 
nem astfel corpul „liber“, supus la forţele 
corespunzătoare, și putem aplica legile me- 
canicii (alegìind convenabil un SC). 

„Oricare forță pe care o reprezentăm tre- 
buie să fie exercitată neapărat de un corp 
din mediul înconjurător. Pentru a nu greşi, 
este bine să urmărim următoarele trei ca- 
tegorii de forţe: 

— forţe exercitate prin cîmp, de exem- 

- 

plu greutatea mg (forţa electrică qÈ etc.) ; 

— forţe active de tracțiune sau împingere 
prin fire sau tije; , 

-— forţe de contact cu alte corpuri. 

La contactul a două corpuri solide apar Fig. 315 


totdeauna două forţe : reacţiunea normală N 


și forla de frecare F; (fig. 3.15). Reacţiunea normală Ñ se datorește defor- 

mării elastice a corpului ‘din mediul înconjurător cu care corpul nostru 

studiat este în contact. Forța de frecare se opune deplasării corpului și este : 
— în cazul nealunecării : 0 < F; < fs =N, 


: 
vi în cazul lunecării : F; == fe = pN. : nu 

r Dacă corpul este în contact cu un fluid, atunci rolul reactiunii normale 
î joacă forţa” arhimedică! (verticală), iar forta de frecare va fi forta de 
rezistență (funcţie de viteză), întîmpinată de corp la înaintare, dă 

Exemple. Să considerăm citeva cazuri simple de mișcare reclilinie. 

a) Forţa depinde numai de nnp: Se'poate aplica direct teorema impulsului ; 

f 


nw = mo fro Alo og ro di = (d), i 
m 
0 
E i | (3.41) 
Ar vdi, x= t + fo di = z(t). 
3 ; : o i 
b) Forţa depinde numai de poziție. Se poate aplica direct teorema energiei cinetice : 
v . 
1 n 1 A K pi i ape 
Rp i ra mw = \ F(x) da, v= 4 | += (rœ ae] = v(z), 
2 2 m : 
a Zo i 
(v =+ 2 a dr = v + 20 — zi) formula Galilei). (3.42) 
zo 
i a 
as, =f de Ha) 
p < v(x) 
Xa 


de unde se poate exprima r = ab). 


` e) Forţa depinde mumai de viteză: 


ð 
maaro asn Si mf AP — o), (3.43) 
a Fo) 


Dacă se poate determina de aici v = v(t), atunci continuăm integrarea : 


£ 
dz =p, z=% + (roa = KON (3.44) 
ð 


Altfel, determinăm x = (v): 


F dr = max mov, de= 
du 


(3.45) 
v 
£= t t mf ză = 2(0). 
Fo) 


vo 


Eliminind v din (3.4:1---15), putem obţine ecuația mişcării x = (d). 


3.10. OSCILATORUL, ARMONIC 


În baza legii fundamentale, ţinind seama de expresia accelerației (1.72), 
avem 


-F=ma =mă = — mot = — kr, Eh oz =0, (3.46) 


adică forța este proporțională cu 'elonguția și îndreptală spre centrul alracliv. 

Reciproc, se poate lua. această lege a. forței. F. = — kx pentru definirea 

mișcării oscilatorii armonice. N, : 
Perioada se exprimă prin constanta cvasielastică k = mo” astfel : 


i Ik =mo?, o =, T =27q/ 2. (8.47) 
' i m k 
Energia potențială a punctului material în cimpul îorlei elastice F= — kx 
este 
Gd e 1 
U jr dz = e rău = RE (3.48) 
0 Lt] ui 
şi se reprezintă deci printr-o parabolă (fig. 1.16): 
Energia mecanică a punctului material se conservă : 
În ga A e AB ai 
E, Eme zl mo?A? sin?(ot + 0), U =— kt? =— kA? cost(ot -+ a), 
2 2 2 2 
(3.49) 


L noie l pa? const, (3.50) 
2 =2 


1 x PE 
E=E, 4 U = + o*r) 


Energia cinetică se transformă permanent în energie potențială şi reciproc. 
În punctele extreme E, = 0 și U este maximă, iar în centrul mișcării U = 0 
și E, este maximă. T Ela , 

O forță constantă F (de exemplu, mg) aplicată oscilatorului armonic nu 
face decit să deplaseze punctul de echilibru cu F/k. 


Fig, 3.16 


Exemplu : Un corp de masă m suspendat pe un resort elastic de constantă K oscilează 
vertical cu un oscilator armonie. i 

Observație. În mecanica cuantică se arată că energia totală E a unui oscilator armonic 
este cuantificată, adică poate lua un şir discrel:de valori: îi Eta E i i 


2 = ton + 2) n=0, 1, Daa 


A = hm = 1,0515:107 J:5 (h — constanta Planck). 


3.11. PENDULUL GRAVITAȚIONAL SIMPLU (MATEMATIC) 


Pendulul gravitațional simplu este un punct material suspendat 
printr-un fir inextensibil de masă neglijabilă, care, poate oscila într-un 
plan vertical în jurul punctului de suspensie sub “acţiunea greutăţii sale 
(tig. 3.17). Forţele de frecare se neglijează. 

Alegînd pentru unghiul de deviere 0 
sensul pozitiv cel trigonometrie şi axa Oz 
perpendicular pe figură spre cititor, mo- 
mentul forţei și momentul cinetic faţă de 
punctul de suspensie O se scriu astfel : 


M, =M = — mgisin b, L; = L = mul = 

= môt (3.52) 

(tensiunea din fir F nu dă moment 

față de 0). Ecuația (3.10) dă atunci 
A T — mgl siu 6 = m Ö, 


d sin =0, (3.53) 


Fig. 3.17 


unde masa in s-a simplificat, deci oscilaţiile nu depind de masa punctului 
material. Ecuația poate fi rezolvată imediat -pentru oscilaţii sub unghiuri 
mici 0 < 1 rad (0 < 6°). Atunci sin 0 0 (în rad) și obţinem ecuaţia osci- 
latorului armonic : i 


dA Lo =0 sau Ü + o0 =0, 0 = x cosol + p), (3.54) 


de unde rezultă (a nu se confunda frecvența unghiulară œ% cu viteza unghiu- 


lară momentană 6): 
d =$ Ta 2 J4 (3.55) 


şi legile 'cunoscule ale pendulului! simplu : 

1. Legea substanţei. Perioada nu depinde de masa și natura substanţei 
punctului material: (indiferent de amplitudine). 

2. Legea izocronismului- oscilaţiilor mici. Oscilaţiile mici sînt izocrone, 
adică perioada oscilaţiilor mici (8 <6) nu depinde de amplitudinea lor 
unghiulară. 

B. Perioada oscilaţiilor. este direct TARTE cu rădăcina pătrată 
din lungimea pendulului şi invers: proporțională cu rădăcina pătrată. din 
acceleraţia gravitaţională, 


' ` 


Aplicație 


Putem calcula ușor și tensiunea F din fir (pentru orice amplitudine g de oscilație), scriind 
ecuaţia fundamentală F = mu pe direcția radială: - , 


p2 


P mg cos 6 = ma, = MES | (3.56) 
Dar din: conservarea energici mecanice : 
2 nw? = mgh = myl(cos 0 — cosa), i Tvea 
de unde 
F = mg(3 cos 0—2 cosa) o > i (3.58) 


Tensiunea din fir este maximă pentru 0 = 0, adică în momentul cind firul trece prin poziţia 
verticală : i 


F mar = my(3 — 2 cos g). (3.59) 


În particular pentru oscilații cu amplitudinile « = 60° şi 90° (bineinţeles, oscilaţiile nu mai sint 
armonice) avem 


Fme = 2m9, (a = 60°) şi Fa = 3mg, (e = 90%). : (3.60) 


Tensiunea din fir este minimă în poziţiile extreme: Fin = mg Cosa, 


3.12. MIŞCAREA CIRCULARĂ 


În mișcarea! circulară oarecare, forţa are componentele (fig. 3.18): 
aa d ds ganea 
F = ma, F, =m, =m ui m ii (Fe = m) = ms) (3.61) 
i i di de : 


sau.F,;:=meR = moR = mR, 


F, = ma, = m?°|R = mo?’ R = mov, 


vectorial : 


F, =me X R, È, =mo xv mo? R 
mw > 
E R, 3.62) 
a 6.69) 
ige (3.63) 
Forța RE, Fa) poate fi de orice natură : “Rig, 3.18 


elastică (fir întins, roţi), gravitaţională (pla- A i 
nete, sateliți), electrostatică (electroni în atom în. modelul Bohr), 
forța de frecare solid-solid (autov chicule pe Sosea) ete. 


În mișcarea circulară uniformă v = consti (darv + const); deci a, = =0 
(dar a =w/R) și F, =0 (B =0) — acceleraţia este centripetă și forța 
este centripetă. 


PROBLEME 


3.1. Pe o masă este întins un lanţ. Un capăt al lanţului, de care este prins un corp greu 
de dimensiuni neglijabile, atirnă liber peste marginca mesei, Cind porţiunea de lanţ de pe masă 
are lungimea lẹ lanţul începe. să lunece cu frecare'de pe masă, Să se calculeze viteza lanţului 
în momentul, cind cl părăsește masa. . . ` 

Ro i Sas o = Volo 

3.2. Un tren incepe să frineze uniform, parcurgind o distanță s,, = 180 m pină la oprire. 
Un pendul simplu suspendat în vagon a deviat cu un unghi mazim a = 10° după inceperea 
frinării, Care a fost viteza iniţială a trenului ? i i 


e Va = 2n tglæm/2) =17,5 ms, 


3.3. Peste un scripete ideal este trecut un fir cu două corpuri identice de masă m fiecare, 
atirnate la capete, Peste unul din'corpuri este așezat un corp adiţional de masă Am, și în firul 
de suspensie respectiv este intercalat un resort fin de constantă elastică E. Să se calculeze: 
a) Diferenţa R, — R dintre apăsarea statică si cea dinamică exercitată de scripete asupra lagă- 
relor sale ; b) apăsarea f exercitată de corpul adițional Am asupra corpului pe care este așezat ; 
e) alungirea suplimentară Av a resortului în timpul mişcării. ` 


(Am)èg Df 2gmåÀm ; e) Az = 29 (m + AmAm 


Ni) RR ; 
2m + Am - 2m+ åm.. G k(2m + Am) 


3.4. Gu ce accelerație trebuie să doboare un automobil de masă M pe deasupra unei sein- tE 
dari de masă m aşezată pe un plan inclinat de ungbi œ, pentru ca scindura să lunece uniform 
în sus pe pianul îuciinat ? Costicientui de frecare între scîndură și planul mclinat este H F 30N 
. i i ' === =- A 2 


3% R. a= pg + mM) (sina + p cosa) 


3.5. Variind înclinarea unui plan înclinat s-a găsit că un corp așezat pe ácest plan rămine 
în repaus pînă la un unghi maxim egal cu pọ = 800. Fixind înclinarea la un unghi æ = 45° s-a š 5 
găsit că viteza limită de! luunecare liberă a corpului în jos pe plan atinge valoarea e = 4,0 m/s, i 
forţa de rezistenţă a aerului fiind proporţională cu pătratul vitezei corpului. Lansind acum 
corpul cu viteza iniţială v, = 2,0 m/s în sus pe planul înclinat (cu « = 459), să se afle cu ce 
viteză se intoarce corpul înapoi la baza planului. , re a m 


A fxg = 0.10m] Aa 


N. = i v = 1,0 m/s. 
vije -+ sin(a + ọ)jsin(x — D 


Fig, 3.19 


3.6. Un pendul simplu de masă m este fixat într-un cărucior care: a) urcă, respectiv co- 
boară, cu o acceleraţie constantă a pe un plan înclinat de unghi d.h) urcă sau coboară liber 
pe acel plan, unghiul de frecare tind o. Să se atlet unghiul de deviere 0 al firului de suspensie 
faţă de verticală şi tensiunea R din fir în poziția de echilibru relativ a pendulului, precum şi 
perioada micilor oscilații în jurul poziţiei de echilibru relativ. 


R. a) tgp = DCS, R=m/y 
9 did sine 


+ a: + 2ga sin, 


T= ||; Oeste, R= mglS, wa ese, 
R EN coso gcosa 


3.2. Un corp suspendat de un resort oscilează cu perioada T, == o, 50 s. Adăugind un, corp 
suplimentar, perioada devine T, = 0,60 S. Gu cit a coborit centrul de` oscilații è i | 
în . iar A ; ' 
R. Ar = (Ti — 7 = 2,7 cm, pi ET 
47: 


3.8. Un punct material execută oscilaţii mici pe o curbă netedă situată în planul vertical, ' i, ie | i 
în jurul minimului curbei, sub acţiunea greutăţii. Să se arate că perioada oscilaţiilor mici este ir ETE REE E dea A 


Fig. 3.20 


Rali ? p i 


unde R, cste raza de curbură a curbei în sunetul de minim, Arata i 
3.9. O particulă se mişcă pe o axă orizontală Ox într-un cîmp de forţă, dependent de co- 
ordonată, conform graficului din figura 3.19 (Fe = 10 N). Asupra particulei acţionează de 


asemenea şi o forţă de frecare, cu IF, l<% Fa, Particula pleacă din punctul A de abscisă.z, = j 
= 0,10 m, fără viteză inițială, A 
a) Să se calculeze căldura degajată prin frecare, pînă la oprirea particuleie 


b) Considerind IE, = const, să se reprezinte, calitativ, viteza particulei în. funcţie de 


Segmente de 
coordonată (traiectoria în spaţiul fazelor). 


parabolă 


R. a) Particula se mișcă în groapa de potențial U = F, | x | dig. 3.20), Q = Poza = 1,00 J; 
b) figura 3.21. 
3.19. O barcă de masă m întinipină din partea apei o forţă de rezistență proporjionată | 
cu pătratul vitezei, cu constanta de proporţionalitate X. După cit timp viteza iniţială v, a 
bărcii se micșorează de n ori? 


A lxo} 


R r= aa — d, 


Kvo 
3.11..0 barcă cu motor intiinpină din partea apei o forţă de rezistență proporţională cu P 
pătratul vitezei. În momentul ciad viteza bărcii este o, = 10 m/s, motorul este oprit și după Fig. 3.21 


un timp v = 172 s viteza bărcii devine de e ori mai mică (e = baza lovaritmilor naturali). 
Să se calculeze distanţa parcursă de barcă în acest timp. 


TD 


R. tgm = 100 m. 


3.12, O barcă de masă m =: 100 kg întîmpină din partea apei o forță de rezistență pro- 
porțională cu vitezi. În momentul cînd viteza bărcii este 0, = 1,00 m's motorul este oprit 
şi după un timp t = 10 s viteza Dă se micșorează de e ori (e = baza logaritmilor naturali). 
Să se afle; a) constanta de proporpionalitate din legea forței de rezistență ; b) distanța parcursă 
în timpul indicat; c) distanța parcursă pînă la oprire. 


4 gi 
R. a) k =E= [= 10 kg/s; b) z= rm = 0,3 m: e)ta = T0 = 10 m. 


A ë 


3.13, O particulă cade liber în aer fără viteză inițială. Ea întîmpină din partea aerului 
o forţă de rezistență proporţională cu viteza. Să se calculeze după cit timp particula atinge 
99% din viteza sa limită de cădere liberă, care este c = 4,9 cm/s. 
a 26 
R l= 2,3. — = 23 ms. 
9 


3.14. O particulă cade în aer fără viteză iniţială și îutîmpină din partea aerului o forță 
ae rezistenţă proporţională cu viteza. Stiind viteza limită de cădere liberă ce, să se exprime 
viteza și coordonata particulei în funcție de timp. 


A 
R, v= ei m o M, w= et p E T e a 
` 9 


3,15. Un corp cade în aer fără viteză iniţială și întimpină din partea aerului o forță de 
rezistenţă proporțională cu pătratul vitezei, Ştiind viteza limită de cădere liberă c. să se ex- 
prime: a) viteza în funcţie de timp ph) coordonata în Iuncţie“de timp ; e) coordonata în funcţie 
de viteză. pt 


TU: 
R. a ozon; D e= mad; o r= m 
e 9 c g 


3.16. Un corp este aruncat vertical în sus în aer cu viteza iniţială v, Corpul întîmpină 
din partea aerului o forţă de rezistență proporţională cu pătratul vitezei, Gunoscind viteza 
limită de cădere liberă c, să se atle: a) timpul de urcare 4, şi înăițimea maximă hp la care se 
ridică corpul: b) timpul de coborire (" şi viteza v’, cu care corpul ajunge înapoi pe Pămint. 


i 
R. a) im = — arctg 2 , Yin = < mnàl + otie); 
9 e 29 


b bin (ode + VIE, v = (Up + Ley, 
9 


3.17, Intr-un jgheav curbat sub formă de circumferință orizuatală de rază R lunecă un 
corp eu coeficientul de frecare u şi viteza iniţială va. Să se afle: a) coordonata curbilinie s in 
funcţie de viteză ; b) viteza inițială necesară pentru ca acest corp să înconjoare complet cir- 


cumferința. 
a 
ȘI 7 n A + VIHOR 
Tars z (ara sa = arg sh T ) In I 4 
5 $ ii ZE 4 VIFT 
Rg 


b) v = Rg sh dzy. 

3.18. Un corp de masă m lunecă pe suprafaţa interioară a unci sfere de rază R, cu coefi- 
cientul de frecare la lunecare p, pornind fără viteză iniţială din extremitatea unui diametru 
orizontal al sferei. Să se exprime energia cinetică a corpului în funcţie de unghiul la centru 0 
descris de raza vectoare a corpului. Îi: 


2 
R. T= u [3u cos 6 -+ (1 — 2p°)sin 6 — 3pe-zu0]: 
i u ` 


3.19. Să se arate că la mişcarea liberă a unei particule în aer, oricare ar fi forța de rezis- 
tenţă a aerului, avem 


unce v, este componenta vitezei pe axa orizontală. 


3.20. O particulă este aruncată în aer cu viteza inițială v, sub unghiul. & Tată de orizon- 
tală, Forța de rezistență din partea aerului este proporțională cu viteza. Cunoscînd viteza li- 
mită c de cădere liberă, să se scrie: a) componentele vitezei Va, în funcţie de timp ; b) coordo- 
natele z, y în funcţie de timp; c) timpul de urcare tm pină la înălțimea maximă ; d) coordo- 
natele înălţimii maxime; e} ecuaţia traiectoriei și asimptota ei. 


R. a) D, = vo Cos 20, py = (e + vsinape stie — e; 


e le e Do 
b) z= —docosag(1— eotie), y = 1+— sin a estic) — et; 
9 [ză A 


g 
ü Ea 
e) m= mfi sina); a dia eaei doo: a L 
9 c 29. ? 1 
tă 1-F— vsin ap 
e 
[i i ct Do 
Ya = —— D Sin 09 =f- Inf i -b eM sin a |; 
9 g c 
ca 2 
e) p= [+ + 22. sing + în [1 DE 
Vo COS % c g CVa COS a 


asimptota verticală: x= Be Va COS Qoe 
. i 9 


3.1, Să se arate că în orice mișcare pană a unei particule momentul’ său cinetic în 
raport cu o axă oarecare. din planul mișcării se conservă şi are valoarea zero. ». 


R. Impulsul mu este incident sau paralel cu axa, deci Ly =0, 

vectorul E faţă de un pol din plan este perpendicular pe plan. 

3.22, La pendulul conic (particula descrie un cere orizontal, iar firul de suspensic, pinza 
unui con), față de care punct se conservă momentul cinetic al particulei şi ce valoare are? 
Care este variația pe unitatea de timp a momentului cinetic față de punctul de suspensie? 

R. a) Faţă de centrul cercului: L = mor = ml sin? a Y gt/cosa, È este vertical h) l aL iat (= 

= 1% (= mgr = mglsin a; È = M este tangent la cerc. 

9.23. O particulă se mișcă jiber, fără frecare, sub acţiunea forței de greutate, pe supra- 
fața interioară a unei stere. Să se arate că momentul cinetic al particulei în raport cu diame- 
trul vertical al sferei se conservă, nA i 


> - $ 
R. My = 0 căci mg este paralel, iar. N este.incident cu diametrul vertical. 
3.24. Două particule se mișcă reetiliniu uniform cu viteze egale în modul dar vi pensuri 
opuse pe două drepte paralele. Să se arate că mcmentul cinetic tatal în raport cu orice punct 
din spaţiu se conservă și nu depinde de alegerea acestui puncte 


R. L = dmv, unde mv este impulsul unei particule şi d — distanţa dintre drepte GA este 

perpendicular pe planul mișcării). 

3.25. O bilă de masă m = 100 g, legată de un centru fix printr-un fir de lungime l, = 
= 60 cm, execută o mișcare circulară uniformă pe un plan orizontal neted fără frecări cu tu- 
raţia n = 1,00 rot/s. Ce turație va avea bila dacă firul se scurtează pînă la lungimea l, = 
= 30 cm? Ce lucru mecanic a efectuat foria care a scurtat firul ? 


R nn = 40 ros; W = m-ai — 1) =212 J, 


3.26. Peste un cilindru dix este trecut un fir astfel 
încât unghiul la centru al porțiunii întăşurate este 9 
(fig. 3.22). Pentru ce raport al tensiunilor din fir, TiTe 
firul va începe să lunece, dacă coeficientul de frecare 
la lunecare dintre fir şi cilindru este p? 

Considerînd că 0 = z şi că la' capetele firului atirnă 
două corpuri de mase mM,» care este condiţia de lunecare 


şi cu ce acceleraţie se mișcă corpurile dacă această con- 


` Fig. 3.22 diție este indeplinită ? 


mjm, — 0% 


R. 4 /T = 0 , m/m > H, a= g 

me]m, + et 

2m n2m, ge BI emt — 1 

ZA e T sa T= 2m9 
M/M, — ou mjm, — eH mim, + e 


3.27, Un punct material de masă m pornește din repaus (din origine) sub actiunea Iorţei 


-> 
E = cos ot. Să se serie legea mișcării. 
R. x= — (1 — cos ol). 
mo: 


328, Un lanţ de lungime Z și masă m este ținut inițial de capătul superior astfel incit 
capătul său inferior atinge o masă, apoi se lasă să cadă liber. Ce forță va exercita lanţul asupra 


mesei și ce impuls total transmite el mesei? di 


R. pa ŠE git, t< Vilig; p = ya 


„29. O particulă lovește perfect elastic (și oblic) o altă particulă identică aflată în repaus. 
Să se arate că vitezele particulelor după ciocnire sint perpendiculare între ele. jpo oroi 


3.30. Pe a masă:cu;pernă de acr descrie e mișcare circulară un dise de masă m prins, prin- 
te-un tir orizontal, trecut printr-un orificiu în masă și tras în jos cu viteza constantă u, Care 
este tensiunea din fir în funcţie de raza.r, dacă pentru r = re viteza unghiulară era e? 


R. ES moh L . 
3.31. Un ştepiporneşte din repaus tras'de o forţă orizontală constantă F. E! intimpină din 
partea apei o forţă do rezistență proporțională cu : a) viteza (kp) :.2) pătratul vitezei, (— ko). 
Să se serie legea vitezei și. legea mişcării, 

R. a) o (a cm), i Ep d 


(e Di o sat 


7 Font ITE m. LE pr E m p: 
pai kF, x = RF, x= 
b) v y X tu NR T X în ch ra yk ET 


m 2R 


AAi 


Et întinipină din partea aerulúi:o lorţă de 


3.32. Un glont porneste cu viteza iniţială. y. 
zi ind gravitația, să se. afle. legea vitezei 


rezistenţă proporţională, cu cubul vitez hp. 


și legea mişcării, st Das Ş 
Aaa itzi 3 Kiris ai 


R. v = (apt + ot) a = p V AE m — a 


CAPITOLUL 4 - 
DINAMICA SISTEMULUI MECANIC 


g Prin sistem mecanice vom înţelege un sistem de puncte materiale, care nu 
sînt independente, ci supuse la legături reciproce, astfel încît formează un 
„întreg“ mai mult saw mai puţin deformabil (R, Boscovich 1758). Exemple: 
un corp considerat ca ansamblu de particule (molecule, ioni),.o maşină ale 
cărei părţi pot fi:aproximate prin puncte materiale; sistemul solar ete»: 

„Pentru a deduce legile sistemului mecanic nu este 'nevoie de'priricipii 
noi, ele se deduc din principiile formulate pentru punctul material R 


uci 41. FORȚELE INTERNE 


: Asuprá fiecărui punet material my din sistem se exercită, pe de o parte, 
orte interne Fr, din partea celorlalte puncte materiale m, ale sistemului și 
Și, 


pe de altă parte, forţe externe Pi, din partea corpuri ; { 
Hp 5 l i a purilor externe care nu fa 

parte din sistem. Forţele interne sînt forțe de interacțiune dintre particulele 

sistemului (molecule, ioni etc.). Conform principiului IH, forța: (acţiunea) 


paa 
„exercitată i a i i ăi 
Ae itată, de, particula, m, asupra „particulei my este egală în modul și 
e sens oi iprocă į EINE OE ; 
pus cu forța reciprocă (reacţiunea) Fp, exercitată de particula mg 


i i i Aly RE RE: 


asupra particulei -m, : 
= — = = i; 
(Fus — Firs (Par E 0) sau Fa Fiw =0, (4.1) 
adică forţele interne sînt totdeauna perechi, două cîte două egale în medul 


şi de sens opus (forţe de interacțiune), de aceea însumi ji t 
e $ l > de ate fi 
sistem dau o rezultantă nulă: i iza dă căii bi 


e TEE i mio F= Fer 


kl 


Forța internă rezultantă asupra particulei m, este: 


-=r N 


pa =È Er (N — numărul total de 


-7 particule din sistem) - (1.3) 


și prin însumarea asupra tuturor particulelor din sistem regăsim (4.2): 
= = = 
F =L Fr =E Fr =0. (4.4) 
k kl 
Momentul rezultant al forțelor interne este, de asemenea, nul : 
= ra X Fr = Pre Fr =0. (4.5) 
k i 
În adevăr, ultima sumă este formată din 


perechi de termeni care dau zero: 


en = 


rı X (Fie HRX Fn =r, X Ey - 


] 
i 
X 


eS 5 
deoarece r, X Fie = ra X (Fıs, reprezintă 
momentul aceleiași forțe (Z, față de ace- 


laşi pol O, sau altfel, deoarece T, — Ta este 


paralel cu ae (îig.:4.1).- (a 0 o Mg 4 
Se poate judeca și astfel : ti au 


= Fie x Fer m zr x Fu =— 5r; x En (4.6) 


LR 


unde am ţinut seama întîi de (4.1), apoi am schimbat notaţiile indicilor d de 
sumare findici „muţi“). Luînd semisuma celor două expresii pentru J: 


R a a PI 
T AD a T AD 
= k i en ER ni E 


> -> pt si — 
deoarece vectorul r} — r, este paralel. cu Eer + 


: Teoremă. Rezultanta forțelor interne şi momentul rezuliant al forțelor in- 
terne faţă de orice pol sini nule. EER T să i 
Lucrul mecanic al forţelor interne nu este însă în, general nul,; 


PI p a — - > = 
Frdr, Enar = Frl, — 7 2 F edk 


Toh 


A 


i 4. 
aw: -57 fa, "EA 4 
În cazul corpurilor rigide, (nedeforinabile). distanţele reciproce Tki yt 
constante : j 


a i pE, A -> > 
Tau = const — adp, = 0 — Arya hrer 


Ter Ii Fii 35 drp L Fu > F ridin =0, (4.9) 


fraag —> 
deoarece F p; este paralel cu Ty, ṣi perpendicular pe dry deci lucrul mecanic 
(4.8) este nul. 
Pentru corpurile rigide (nedeformabite) lucrul mecanic al forlelor inlerne 
esie nul. 
În cazul corpurilor deformabile însă, fortele interne efectuează în general 
un lucru mecanic de deformare. 


4.2, TEOREMA IMPULSULUI TOTAL" 


Să aplicăm ecuaţia fundamentală (3. » fiecărui. punct material al TA 
mului : . 


d > d ei o 
” T (mor) =a Pi = Fat Fe l (4.10) 
Prin însumare asupra tuturor pinetelor sistemului, obținem : 
H a l 
da> dp = 7 ; 
G Fit Fr =2 F, =F, (4.11) 


ate 
deoarece X Fr = AET = 
k kl 


F bi . iiis ~o 

Teoremă, Derivata în rapori cw timpul a impulsului total P al sistemului 

=> 
este egaiă cu rezultanta IF a forțelor externe aplicate sistemului. 

Dacă rezultanta forţelor externe este permanent nulă, impulsul total al 
sistemului se conservă : Sistemul nu-și poate schimba impulsul său total decît 
sub acţiunea unei forțe rezultante erterioare, care. de fapt transmite, impuls 
din partea. corpurilor exterioare, cu. care sistemul interacționează. Forţele 


interne pot doar redistribui impulsul între părţile componente ale sistemului 
(de exemplu, prin ciocniri între particulele sistemului), 


Sub formă integrată avem: 


-> — — — — 
zi = ia = AP =P — P, 49) 


analog teoremei impulsului pentru punctul material. 


4.3. TEOREMA MOMENTULUI CINETIC TOTAL 


Să aplicăm ecuaţia fundamentală sub forma: (3. 10) í faceau li: punct mate- 
rial al sistemului : : i ; 


d. > > dea E CR er e pri Ry 
E? (r: X Po) ap be =r; X Fr Ere X Fe = Mat My (4.13) 


į * Peoremele care urmează sînt valabile în SR inerțiale. 


72 


Însumînd după toate punctele sistemului rezultă : 


d > a7 >def _ — -> 
L, =— = xire =M JS Lp A Ey 
m : HLN a Dla iu, 
deoarece 
A = pax Fe = BT x Tu =0. 


D > > N . A . . TE 
Teoremă. Derivata în raport cu timpul a momentului cinetic total J al 


sistemului fală de un punci dat (pol) este egală cu momentul rezultant M a 
fortelor externe față de același punct (pol). 


Dacă M =0 fată de un pol, atunci J fată de acel pol se conservă, adică 
rămîne constant în timpul mişcării sistemului. La fel, dacă față de o axă 
M= 0, atunci momentul cinetic în raport cu acea axă Jy se conservă. 
Forţele interne pot doar redisiribui momentul cinetic între particulele com- 
ponente ale sistemului (de exemplu, prin. ciocniri), 

Prin integrare obţinem : 


K = zf, x di, = (ar sA] alh i, (4.15) 


analog teoremei momentului: cinetic pentru punctul material. 


44. TEOREMA ENERGIEI CINETICE TOTALE 


Scrierh teorenia energiei cinetice B: 25) (nerelativist) senii fiecare punct 
material al sistemului : 


1 K — =: Pi i - ` 
de mute) = (Fr + Fodre= dW, -+ Wa > (4.16) 


Însumînd pentru toate punctele sistemului și întegrînd, obținem 


1 pl ef ati i ` à 
a Emag =X (F + Fi) dr = dW + AW, (4.17) 


ral a tă : -> 

Aga mi = AE, =x (4.18) 

Teoremä. Variația energiei cinetice totale a sistemului este egală. cu lucrul 
mecanic efectuat de toate forțele, atit externe, cit şi interne, 


iA 


Forțele interne pot mări sau micșora energia cinetică totală a sistemului 
pe seama altor forme de cnergie (prin inter mediul lucrului mecanic al fortelor 
interne). j 3 poai i 


Txempte, Prin explozia unui obuz aflat iniţia) în repaus {seci cu energia cinetică inițială 
nulă) forțele inlerne creează o energic cinetică a schijelor pe seama energiei chimice. Prin ar- 
derea combustibilului unci rachete se creează prin lucrul forţelor interne energia cinetică a 
rachetei. Un cosmonaut, chiar izolat in stare de imponderabilitate, își poate mişca membrele 
și instrumentele cu ajutorul forțelor proprii cte. 

În cazul solidului rigid, lucrul mecanic 7D.al forţelor interne este nul 
şi numai forţele externe pot schimba energia sa cinetică. 


Sistem conservativ 


Un alt caz important este acela cînd forțele interne sînt conservative, atunci 
se poate introduce energia potenţială a sistemului, funcţie numai de pozițiile 
tuturor punctelor materiale ale sistemului, adică funcție numai de configu- 
rația sistemului : 


wey $ Ft — AU. EET (4.19) 
R 


Teorema energiei cinetice devine în acest caz: 


AE, =— AU + E ar, = — AU + W; 
k 
AE, +U) = 5 Fri, sii 0 (420) 
aa pă caii Mae “x . 


Ea i . î a ; RA 

Prin. urmare, variația enegiei mecanice, cinelice și polenfiale, a unui sistem 
conservativ este egală cu lucrul mecanic: al forțelor: esterne aplicate. De aici 
rezultă teorema conservării energiei mecanice (cinetice şi [gotenţiale) a unui 
sistem conservativ izolat; 


4.5, MIŞCAREA CENTRULUI DE MASĂ 


Se numește centru de masă al unui sistem mecanic punctul definit prin 
vectorul de poziție 


l l l (4.21) 
1 12 i : 
Tem =— Y Mut Yem =— Îi Mn Tem = — Xa 
m ta RIES aa m . 


sau peniru o distribuţie garen a masei: 


; ARET dm: =L Cro AV; tn = (ze Ay-ete, 421) 
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Dacă sistemul se descompune în părți M, cu centrele de masă cunoscute R: 
atunci grupînd sumele (4.21) pe aceste părți, avem : 


em s 


- 
m s © m 


Centrul de masă (CM) este un anumit punct geometric asociat sistemului 
mecanic; în acest punct pot să nu existe particule: sau masă distribuită, 
de exemplu, CM al unui inel sau al unei pături sferice. 

Dacă un corp omegen posedă un plan sau o axă de simetrie, CM se va 
găsi în acel plan sau pe acea axă, iar dacă corpul omogen posedă un centru 
de simetrie, CM va fi în acel punct. 

Centru! de masă joacă un rol excepțional în studiul mișcării sistemului, 
după cum se va vedea mai jos. i 

Derivînd formula (4.21) -oblinem : 

= = - s = 
Mem = Mom =X mp =Y py = P. (4.22) 
K 


Teorema 1. Impulsul total P al sistemului este egal cu masa m a sistemului 


înmmullit cu viteza Dem 4 centrului de masă, ca şi cum întreaga masă a sistemu- 
lui ar fi concentrată în CM și s-ar mişca cu vileza acestuia. 


Dacă sistemul este izolat: F = P =0, P = const (impulsul total al sis- 


map > 
temului izolat se conservă), dar P = Mem deci Vem == const. 

În raport cu un reper inerţial, centrul de masă al unui sistem izolat se mișcă 
rectiliniu uniform sau este în repaus. (Agentas este legea inerţiei pentru un 
sistem.) i 

Derivînd încă o dată (d. 22) și tinind. seama de (4.11), obţinem 


É 


T Miem = Miem = Mis = P =E =S Pp (4.23) 
z | 


Teorema 2, Rezultanla forțelor exlerne F este egală cu masa sistemului m 
înmulțită cu accelerația CM. 

Centrul de masă al sistemului se mișcă ca un punct material cu masa egală 
cu masa sistemului și asupra-căruia se aplică rezultanta forțelor externe (teo- 
rema mișcării centrului de masă), ca şi cum toate forțele externe s-ar aplica 
în CM şi întreaga, masă a sistemului. ar fi concentrată în CM și s-ar mișca 
cu acceleraţia acestuia. pi că - 

Din (4.23) rezultă sub formă integrată : 


H= (Z d= mia. (4.24) 


“Impulsul forțelor externe este egal cu masa sistemului înmulțită cu variația 
vitezei centrului de: masă. 


Consecinţă * “Forţele interne nu pot schimba mișcarea centrului de masă. 
T De exemplu, după explozia unui obuz în vid, centrul de masă continuă 
să se miște neperturbat pe parabolă, ca și cum nimic nu s-ar fi întîmplat, 
deși schijele se împrăștie în jurul traiectoriei (fig. 4.2). În. momentul în care 
una ‘din schije atinge; Pămîntul, intervine o, forță externā și, bineînțeles, 
CM își schimbă mişcarea. ` 


an 


1 — 1 R sia: 
Ten = — 5 M, Remo Zen =— Z M, Xem s ete. (4.21) 
s 


Un cuplu de forțe, oriunde ar fi aplicat, nu poate schimba mişcarea cen- 
trului de masă (rezultantă nulă !), ci doar rotește corpul în jurul centrului 
de masă. De exemplu, dacă într-o barcă ușoară de cauciuc (pneumatică) 
punem în diferite locuri un bloc de plumb și aplicăm bărcii în diferite locuri 


Ne bM s 
ALE ua Teg, i 
To N 
% Liu mng NS 
N 
4 N 
(CM 5 
4 mg 


un cuplu de forţe orizontale, nu vom 
putea urni din loc CM al bărcii, a cărui 
poziţie coincide practic cu cea a blocului 
de plumb; barca se va roti de fiecare 
dată doar în jurul CM (fig. 4.3). 


4.6.. MIȘCAREA ÎN JURUL 
CENTRULUI DE MASĂ 


" "Teoremele de descompunere 


Sistemul 'de coordonate inerjiel legat 
de laborator se numește „sistem de coer- 
i i donate de laborator“, notat prescurtat SL. 
Alegem un SC mobil cu originea în CM'al sistemului și cu'axele de órien- 
tare fixă (de «xiemplu, paralele) faţă de SL, care se mișcă deci prin translație, 
solidar. cu CM. Acest: SC se numeşte „sistemul centrului de masă“, notat pre- 
scurtat SCM. Subliniem că SCM se mişcă prin translație față de SL, indiferent 
de mişcarea CM, dar nu se roteşte față de SL. 
„Atunci mișcarea punctelor materiale ale sistemului se descompune într-o 
mișcare de iranslaţie, egală cu translaţia centrului de masă şi o mișcare rela- 
tivă în jurul centrului de masă, anume în :SCM: Aver (fig. 44): 


i 5, ; i PR 
= Fem Ti ; Ag (4:25) 
Prin înmulțire cu m; și sumare avem ` 


mă, = Znaim i Emi sau, Miom smia + Em, . ; 


adică 


ză | 


Fig. 4.4 


ceea ce era evident, deoarece CM coincide cu 0” şi deci vectorul său de poziţie 


relativ rm în SCM este automat zero. 


4.6.1, IMPULSUL 
Derivînd (4.25) avem i 
Ei = Tom s Sau De = Dom H k. 427) 
deoarece 


=, 


> Kr m a DOR DI a e yR =, 
A i Tp = (Eri re Vel tr E e pt ot up] E k == Up 
versorii SCM, se mișcă prin translație, deci derivatele lor sînt nule. 
înmulţind (4.27) cu mu: şi sumind avem i 
. SAE E pact maia, „im tei ce 
=EN pi: => EM Vom ERM = Mom E EAM, == PA XA pier 


de unde 


P Em, = Mim = 0, bm = 0, i (4.28) 


adică impulsul relativ, al sistemului, caloulai în SCM ' Gmpulsul propriu sau, 
intern), este idenlie nul, Aceasta, este evident deoarece CM coincide cu 0’ 
şi "deci viteza sa Dom în SCM este automat permanent zero. De altfel relația 
(4.28) se obține direct prin derivarea relației. (4.26). 3 

Prin urmare, impulsul i total al sistemului P= Eme coincide cu impulsul 


orbital sau extira P == Mben impulsul propriu sau intern mn P = Émy n 
identic nul. 


Teorema impulsului total, valabilă în SL, va fi valabilă á şi în SCM numai 
dacă acesta este inerţial, atunci în mod banal f=0 şi P=0. 


4.6.2. MOMENTUL, CINETIC 


Să transformăm, conform lui (4.25, 27), expresia momentului cinetic, 

calculat în raport cu originea SL : 
= > -> > - -> Ei 
J = Fra X Mb = Elom H Te) X Melem T Ve) = 
5 > = i -> >, gura 
= Erem X Maer “+ Si; X Mpp + Brom X MWg H Dhy X Vem 

Ultimii doi termeni se anulează conform lui (4.28, 26), astfel încît rezultă 
descompunerea : 


= 


-> > - > > an ia > o e 
= Dry X Pr Tom X Mbem F Xe X De =Tem X P+S=L-+ S, 


adică momentul cinetic total J (în raport cu originea SL) este egal cu momentul 
-= 
cinetic orbital sau extern L al centrului de masă, în care ar fi concentrată toată 
= 
masa sistemului, plus momentul cinetic propriu sau intern (de „spin“) S calculat 


în SCM (în raport cu CM). 
Derivînd (4.29) şi ţinind seama de (4.14), rezultă 


a pi aa e. a pai 
J = Tom X P -rom X P- SM Fr X Fe = Elem H r) X Fi 
dar i i 
3 => >» > > — 
Fem X Pic X Mem =0, P =N, 
astfel încît 
SI i i mă = P= bo a a 
J rom X Fo Srem X FEFE X Fr (L =Trem X F), 


de unde rezultă teorema momentului cinetic relativ : 


$ EIR x x pi =W g x Fo (430) 
A5 = 3, — $, =| Wa, A) 


adică teorema momentului cinetic se exprimă la fel în SL și în SCM, oricare 
ar fi- mişcarea. de` translatie a SCM. ; 


4.6.3. ENERGIA CINETICĂ ` 
Să transformăm acum și expresia energiei cinetice : 
i Pe Dem Dio PE Vm F op + Demir 


na 


Înmulţind cu m, şi însumînd, ultimul termen dă zero, conform lui (4.28), 
şi obținem teorema lui S. König (1751): 


1 
E, = Dre 


1 PORTEN: i za a : 
mga t Imre = Eont E (4.32) 


adică energia cinelică tolală a sistemului E, (în SL) este egală cu energia cine- 
lică de translație (orbitală sau externă) Eem a cenirului de masă, în care ar fi 
concenirală toată masa sistemului, plus energia cinetică relalivă (proprie sau 
internă) E, în SCM. (Termenul de „interterență“ dintre ele dispare numai 
în SCM). 

Teorema energiei cinetice (4.17) devine acum : 


P i 5 ' ă — => > =, 
aE, =a mia + E) SE, t Eden + d) = 


RE ERA =E a, 
= D From HE em t DFe t Fad 


dar EA =0 şi 


d, > = Cear Y = => 
3 (Wen) =F d : Miza | = Fdrem = FV ondé, (4.33) 
astťel încît rezultă teorema energiei cinetice relative: 


dE, = 13 muri? = (E + Far, = AW + aW’, (4.34) 


AE; = En — Bu = X h r + Far, =W + W; (4.35) 
să ` J ' t 

adică teorema energiei cinelice loiale, se exprimă la fel în SL și în SCM, cricare 

ar fi mișcarea de iranslaļlie a SCM. 

În concluzie, teoremele de mai sus nè arată că mișcarea unui sistem 
mecanic se descompune în mișcarea de translație (orbitală sau externă) « 
centrului de masă în care ar fi concentrală toată masa sistemului şi în care 
s-ar aplica rezultanta forțelor externe, şi în mişcarea relativă (proprie sau 
internă) față de centrul de masă. în SCM. 


Observaţii. ay Lucrul mecanic al forţelor interne este acelaşi în3SL?și în SGM, "fiindcă o 
translație globală a sistemului mecanic nu modifică lucrul, mecanic al forțelor interne: 


- “p i i 
aw = EF adr = D Fiaa + 08) = D Far, Saw, (4.36) 


nu insă lucrul mecanic al forţelor externe: 


1 
aw = Sar, = Paron + SF = f5 moža) taw. (4.37 


b) Un amp gravilațional:unifarm nu influențează cu nimic momentul cinetic relativ (pro- 
priu sau intern) şi energia cinetică relativă ale sistemului în SCM, În adevăr,- conform „lui 
(420, 28): 


EE e 0 ala, SR oi i 
Fe = mg: M = Drix mg =X Me, K Y = Tom X My = 0, (4.38) 
aw = DEAR = Sms = PM Tidt = mg vga A = 0. ` (439) 


Rezultatul este evident, deoarece centrul de masă coincide cu centrul, de greutate, adică cu 


punctul de aplivație al rezuitantei G mg a forțelor de greutate paralele BA = mg şi deci 


momentul lui [24 față de CM este nul (fn = = 0) şi puterea dezvoltată de G este nulă Wm = 0). 


4.7. CIOCNIRI 


Prin eioenirea, a două sau mai multe corpuri se înțelege. în; general un 
proces de inieracțic, in care atit înainte cit și după interacţie corpurile se 
găsâsc la distanţe mari (infinite) unele faţă de altele, adică nu interacționează 
îniainte și după ciocnire, deci interacția durează un timp finit. 


„4.7.1, CLASIFICAREA. CIOCNIRILOR . 


“Dacă în urma ciocnitii slarea internă a fiecărui corp nu se schimbă, cioc- 
iirea se Tiumește elastică. ` 

Vom considera ciocnirea corpurilor macroscopice: He SA ' 

În momentul atingerii corpurile încep să se deformeze, viteza lor relativă 
(a unuia față de celălalt) se reduce la zero, energia cinetică relalivă se trans- 
formă în energia de deformare și în alte forme de energie. Aceasta este etapa 
de comprimare. “Urmează apoi etapa a doua, de 'seţarare a corpurilor, defor- 
maţiile: se reduc, viteza. relativă creşte şi energia cinetică rolativă se restituie 
parţial. 

În ciocnirea elastică deformaţiile se anulează şi energia cinetică relativă 
se restituie integr ral, £ a se transforma în alte forme de energie... -. 

În ciocnirea total ncelaslic (plastică) corpurile fuzionează (se. cuplează) 
şi continuă! mișcarea împreună, cti o viteză comună. 

În realitate, ciocnirile corpurile maeroscopige 3 mu: sînt (perfect) elastice, 
ci mai mult sau mai puţin neelastice, 


` Dacă descompunem viteza relativă de ciocnire d, == du — dx (a corpului 1 
față de corpul 2) după linia de ciocnire NN şi planul de contact, tangent, 
TT’ (fig. 4.5), atunci ambele componente se 
schimbă în general prin ciocnire, deoarece cor- 
purile nu sînt nici perfect elastice și nici abso- 
lut netede. 

Componenta vitezei relative; normală pe 
planul de contact, Vp, îşi schimbă semnul prin 
ciocnire, deoarece înainte de ciocnire corpurile 
se apropiau unul de altul, iar după ciocnire se 
depărtează unul -de altul. Corpurile .nefiind ` 
perfect elastice, componenta normală a vilezei 
relative după ciocnire, Dyn este în modul mai 


r 
mică decît înainte de ciocnire, | tya | < | Pral- Trig. 45 


Componenta vitezei relative, conținută în planul de contact, vu repre- 
zintă viteza de lunecare a unui corp peste celălalt în momentul ciocnirii. 
Datorită frecării, această viteză se micșorează în urma ciocnirii, Du bre 

Dacă linia de ciocnire NN! trece în momentul ciocnirii prin centrele de 
masă ale celor două corpuri, ciocnirea se numeşte centrică, în caz contrar, 
acentrică. Dacă înainte de ciocnire corpurile se mișcau după linia de ciocnire 
NN’ (or, =0), ciocnirea se numeşte frontală, în càz contrar, oblică. 


Pentru sfere omogene ciocnirea va fi totdeauna centrică, dar în general 
oblică. 


4.7.2. LEGILE DE CONSERVARE 


În procesul de ciocnire se exercită forţe de interacţiune între corpuri, 
deci forțe interne, care nu pot schimba impulsul total şi momentul cinetic total 
ale sistemului. Lucrul mecanic al forţelor interne este însă în general diferit 
de zero și produce o variaţie a energici cinetice a sistemului, conform 
teoremei (4.17—18). , 

În intervalul de timp foarte scurt cit durează ciocnirea, variaţia de im- 
puls și variaţia de moment cinetic, produse de eventualele forţe. externe 
se pot neglija în comparaţie cu variațiile de impuls.şi de moment cinetic 
ale fiecărui corp în parte, produse de forțele interne, care deşi durează puţin, 
sînt mult mai mari decit forţele obișnuite externe, 

De aceea impulsul total şi momentul cinelic total ale corpurilor, care se cioc- 
nesc, imediat înainte de ciocnire, sint egale cu impulsul total şi momentul cine- 
tic tolal ale corpurilor imediat după ciocnire, adică impulsul total. şi momentul 
cinetic total ale sistemului de corpuri care se ciocnesc se conservă în procesul 
ciocnirii. ' . 

Eventualele forțe externe aplicate produc o variație de impuls și de mo“ 
ment cinetic neglijabile în timpul foarte scurt cît durează ciocnirea. 

Pentru fiecare corp separat putem, scrie (4.24) şi (4.15), (în timpul foarte 
scurt al ciocnirii. corpul practic nu se deplasează) : i : 


=D H, = Miben şi ESI x H, = ÀJ. (440) 


4.7.3. CIOCNIREA PLASTICĂ 


În cazul ciocnirii total neelastice (plastice) a două corpuri, ele se cupleaza 
astfel încit conservarea impulsului total dă: i i 


A nEs A Eee a 7 ny 
-> - -, i, MV — Ma, 
Mit, + Mwa = (m, + mW =o m ada T Mee, , (4.41) 
sii ` 4 . Ept atu Mask Ma a N 
îi 


unde D, 2, gi înt vitezele centrelor de masă (üg. 4. 6)... 


Hira 


Energia cinetică pierdută, adică transfor- 
mată în alte forme de energie (mai ales căl- 
dură), va fi (nu considerăm Totaliile proprii) : 


1 5 1 5 
— AE. =Q Zep unr zii Pb zei 


A ei 


1O Mm p» w 
(m, + m)? = (Dı — Pa) 
2 2 m +m, 
miMa e a aaa n d Fig. 4.6 
u, u = , v= n — Ps (4.42) 


m -H Ma 
' -> 


unde u se numește masa redusă a celor două corpuri, iar v, este viteza lor 
relativă (a corpului 1 faţă de corpul 2). 


A 


4.7.4. CIOCNIREA ELASTICĂ 


; l l Uh ba: 

“În cazul ciociirii perfect elastice, pe lîngă impulsul total se conservă 3i 
enérgia cinetică totală. Considerind ciocnirea centrică și frontală, corpurile 
înainte și după ciocnire se mipea pe aceeaşi direcţie (dreaptă) (cazul unidi- 
mensional) şi avem 


1 îi | = TN 13: en i 
Mid, Mady = Mi A Meis mu + mă = ~ mv? + imas; 
(4.43) 
de unde | i ma A 


e G 2) 2 E EET 
mM, (vı — 01) = mp3 = De), m(vi — v) = m — 5), i 


și împărțind membru la membru 


v, A Di =D, be SAU Vy == Vi v (D; — Va) 


adică viteza rełativă îşi schimbă doar semnul. Această ecuație împreună 
eu, „prima, ecuaţie din (4.43). dau.: 


. $ 5, zi 4 
Mat, A Ma 4.45 
t y D E — de pie aa i, [a IER (4.45) 
= 2 — Vi Da = 20 va, unde ó 
calu SR stai i m, + Ma 


viteza v' de aici este viteza comună a corpurilor în momentul cind, se ter- 
începe å, ‘doua etapă, a separării. i 


înină prina etapă a comprimnări 


Exemple. a) Dacă “masele sint egale, me = My rezultă din (4.45): 


1444.45) 


adică particulele schimbă vitezele între Sole ca: şi cum ar trece una pe lingă cealaltii fără să se 


să 
cioenească, : 


ar 


by Dacă una din particule este în repaus înainte de ciacnire, de exemplu v: =0, obti- 
nem din (4.45); 7 i 


M, — M, > 2m, 
E eea PAA Do m= n. (4.46) 
ma + Me My $ Me 


Dacă m, > m, particula m, lovită capătă o viteză v; > v, și particula m, continuă să se miște 
înainte. Dacă m, < mp, particula m, ricoșează înapoi, Dacă m, = m, prima particulă se oprește, 
iar a doua (lovită) pleacă cu viteza celei dintii. - 


4.7.5. COEFICIENŢII, DE CIOCNIRE 


O măsură a caracterului mai mult sau mai puțin elastic al ciocnirii este 
coeficientul de restituire (Newton), definit prin raportul dintre compo- 
nenta normală (pe planul. de contact) a vitezei relative, după ciocnire pi, = 
== Vin — Va Şi înainte de ciocnire Urn == Vin *— Vans ANUME. 3, 


V, Vip — V: = 
mna m Okai. (4.47) 
Urn Vin Ven 


Se introduce şi uu coeficient de frecare momentană f definit prin 
raportul dintre componenta tangențială (în planul de contact) a vitezei. rela- 
tive, după ciocnire vh = Wu — va și înainte de ciocnire D,; = Vri — Vap 
anume: i i 

det v; Dii — ba 
[= E a mi 1 Osfasl. 
Vre Vit — Vag 


poa (4.48) 


Acest coeficient este de obicei apropiat de 1 și se pune adesea egal cu 1 (la 
ciocniri apropiate de ciocniri frontale, sau la corpuri 'netede), 


Pentru ciocnirea total neelastică ™ = 0, (a = w) și deci k =0, f =0. 
Pentru ciocnirea perfect elastică vp = —up, de exemplu (4.44), deci k =1 


şi f = 1. Bilele de fildeș se apropie cel mai mult de o ciocnire elastică: 
În cazul ciocnirii unidimensionale cu coeficientul de. restituire k, obţinem 
din conservarea impulsului : 


P km. Și s bi km a 
vi =o a o 0, o m =— (v, — va) (4.49) 
M -+ Ma , mM, + Me 


şi energia cinetică pierdută : 


1 mm | ; t i 4 . 
AE.= Q E (1 — Ro — va)? Îţi ke b2. (4.50) 
0 = n q m, CT OO e pt — 1088. (4.50) 


4.7.6. CIOCNIREA CU UN PERETE 
În cazul ciocnirii perfect elastice, centriee și frontale, cu.un perete, adică 
cu un corp dé masă foarte mare, m > m,, diñ (4.45) rezultă 


Di = 20s — Da, Dg = Va (450 
În particular, pentru un perete în repaus, v, = 0, rezultă 
Di =D, D Fla s = (4.52) 


adică. corpul 1 se întoarce înapoi cu aceeași viteză (în modul). 


“7 În cazul ciocnirii oblice Ş(pertect 
elastice) cu peretele în repaus (fig. 4.7) : 


z E 
Ve = Ur Vp da [o | =]v], (4.53) 


adică viteza incidentă v şi viteza re- 
flectată v sînt în acelaşi plan cu nor- 
mala și unghiul de'reflexie a” este egal 
cu unghiul de incidenţă æ (ca la ree Fig: '4.7 
fiexia luminii). 

Dacă notăm cu 7 durata ciocnirii, atunci forţa medie exercitată de perete 
asupra particulei va îi 


= A(mo) mo — mp y E 2mv cos a | 4.54 
<P> > <f> = (4.54) 


iri T 


perpendiculară pe perete. Conform principiului acțiunii și reacţiunii, o forță 
egală în modul și de sens contrar se exercită perpendicular asupra peretelui 
E fi + 
din partea particulei. i 


4.8. MASA VARIABILĂ 


Dacă într-un timp infinitezimal d/ corpul cîștigă sau pierde o cantitate 
intinitezimală de masă dm, forțele de alipire sau expulzare sint forţe interne | 
şi nu pot schimba impulsul fotat al sistemului. Notînd cu di Lorya sit 
asupra corpului de, masă m,;¢u v viteza acestuia (a CM) și cu y vitezg masei 
dm, aplicăm teorema impulsului total, considerind cazul alipirii (dm > 0) 
(fig. 4,8): Seti aE Aa it: E 

Fat = (m 4 dm)(5 + do) — (mo + dmu), 


pD gm y pm agy (4.55) 


d di dt. o dl 


w 


i i 
A a 


E 
Iniţial Š ` Final 


Fig. 4.8 


(termenul infinit mic de ordinul doi dm-di dispare prin trecerea la limită), 


unde v este viteza relativă faţă de corp a particulelor alipite. Aceeași ecuaţie 
se obţine și în cazul expulzării (dm < 0) (fig. 4.9): 


È at = (m — | dm Di + dd) 4 lam ii mo = (m + dam) Ë + do) 


— dmu — mo. 


7 vzdy 


a u 
Inițial ~ Final 
Fig, 4.9 
Ecuația (4.55) este ecuația lui I. V. Xeşcerski (1897) (dm > 0 pentru captare, 


dm <0 pentru emisie): 
Se poate scrie și astfel; ` A 


Ra gamn d(mo) 


d! d! 

adm de - 
Fr v —— = m— sau E F, = ma, 4.56 
| PISE = m sau F + F, = | (4.56) 

unde i 

2 ger, dmo ` i : 
F = 4.57 
mo, (4-57) 


este forţa TBiietiviă care acționează asupra corpului ; ; ea este proporţională cu 


viteza relativă v de expulzare (sau alipire) a particulelor şi cu debitul masie 
de expulzare (sau alipire). _În cazul expulzării (ejectării), masa corpului scade, 
dm < 0 şi lorța reactivă: E este de sens opus vitezei de expulzare va par- 
ticulelor. 

Ecuația (4.56) se aplică în problema mișcării rachetelor (navigația inter- 
planetară), a avioanelor și proiectilelor cu reacţie, în unele probleme astro- 
nomice de captare a meteoriţilor şi chiar în fizica atomică (la dezintegrarea 
alfa). 

Exemple, Mișcarea rachetei, a) Ga exemplu de aplicare a ecuației (4.56), fie o rachetă în 
cosmos pornind din Tepaus, de masă iniţială pi care expulzează continiu gazele de ardere 
în direcţia mişcării cu viteza ! P constantă faţă de rachetă. Ecuația (4.56) devine atunci, pro- 
iectată pe direcţia” mișcării (= =j: 


„dm do dm 
v — =m ~, av = v S, 
dt dt m 
(4.58) 
m 
dm m ` 
p f = în = -v m 
m Ma m 
Mig 


“Prin urmare, viteza rachetei este opusă vitezei de expulzare v’ şi dacă masa se reduce, de 
exemplu, la jumătate, viteza atinsă va fi o = —0,893 p' 2 —0,7 0. Dacă masa rachetei sc re- 
duce de e = 2,718 ori, viteza devine p= —v'. 


zi > 
b) Orachelă lansată de pe Pămint. Neglijăm frecarea cu acrul și variaţia luig, atunci (F = mg, 


r= canst) : 


mg +4 pam m dr sau g ga > dm dv, (4.59) 
di d m 


ceca ce dă prin integrare 


SR m 
DD m, (1.60) 
m 
În cazul lansării rachetei pe verticală din repaus (D° = cont in jos), avem 


v= vim — gi (1.61) 
m 


şi condiția de desprindere de Pămint 


F, > mod, wm) > mg sau D > Mol: A (1.62) 
dt [pi 


unde D = | feste debitut de expulzare a gazelor arse. 
dt 


PROBLEME 


4.4. Trei bărci merg una după nita cu viteza v fiecare, În fiecare barcă se află cîte un om, 
asttel incit masa bărcii şia omului este M, iar în barca din mijloc mai există doi saci de masa m 
fiecare. Din barca din mijloc sint aruncaţi cei doi saci, unul spre barca din față, celălalt spre 
barca din spate, cu aceeaşi viteză relativă u faţă de barcă. Care vor fi vitezele finale ale băr” 
cilor, dacă sacii sint aruncaţi! a) simultan: b} succesiv? 


m m 
R. a) n, =v 4- D=, = v = — U: 
M + m A+ m 
b i m ù m? ij 
bD v v , Dev 
i AI ++ m E, MOI + n) 


m(M + 2m) mM + 2m) 
Da = Du sau D, == p 4 1l 
(M + m (M + m) 
m m 
DS D=, D, = LE 


M(M + m) Ma m 


4.2, O particulă de masă m se mișcă cu viteza v, Și ajunge din urmă un perete care se mișcă 
cu viteza v; și de care se cioenește frontal cu coeficientul de restituire k. Să se afle vitezele după 
ciocnire. variaţia de impuls și de energie cinetică a particulei incidente în urma ciocnirii. 


R. vi = v, (ps > n) vg = ve; Ap =m + ko — o 


AE, z ni (os — vafo, + vs — ko, — va) 


4.3, O particulă de masă m, loveste o altă particulă de masă m, aflată în repaus. Consi- 
derind ciocnirea unidimensională cu coeficientul de restituire X. să se afle vitezele particulelor 
după ciocnire și energia cinetică pierdută (căldura degajată). 


4 M, — km, ï 14E ki 
R è v= Lo, v= ) Dy» AE=Q 1 mm 
m +m M, -+ Ma 2 2 m me 


(3 = kiyo. 


4.4, Două bile de mase m,, in; sînt suspendate pe fire paralele, astfel încît bilele se ating. 
vrima bilă este deviată pînă Ia o înălțime h și lăsată liber. Știind coeficientul de restituire X 
și considerind ciocnirea frontală, să se afle la ce înălţime se ridică bilele după ciocnire și că- 
dura degajată prin ciocnire 


R. hi=h, [= = ms) =: hp = hu (= th ). 


Mai + Ma, 


MMe 


-AE == a L gh. 


m, + my 


AM. O particulă de masă m, lovește o altă particulă de masă m, aflată în repaus. Con- 
siderind ciocnirea unidimensională cu coeficientul de restituire X, să se atle ce fracțiune din 
energia cinetică iniţială a particulei 7 este transferată particulei 2 si ce fracțiune se transformă 
în căldură. 

R a E apy ppt a 
(mt m)? M, + my 


4.6, Două particule de mase nu, me se află în repaus pe un plan orizontal la distanța le 
una de alta. Particulei 1 i se aplică un impuls H indreptat spre particula 2, Pe ce distanță 
se deplasează particula 2 după ciocnire (unidimensională), dacă coeficientul re restituţie este 
şi coeficientul de frecare pentru ambele particule cu planul este p? a 


m ra tA = 


x al.) í 
n 


Rug nu)? 

«7. Pe o dreaptă sînt așezate în repaus n particule (bile) de mase mi, Ma ...s Mp | se 

imprimă primei particule o viteză v». orientată de-a lungul dreptei spre celelalte particule. 

Considerind ciccenirile plastice, să se afle viteza finală comună a particulelor. Dar dacă cioc- 
nirea se face cu cocticientul de restituţie X. care va fi viteza ultimei particule ? 


MV 


R a v= A 
M + Mt a.. My 


ipia 
W) o MiMe sra Maili AE m 
(m + mA (m, + mM) o. (Mana i Ma) 


4.8. 0 bilă de masă m cade liber în vid, fără viteză iniuală, de la o înălţime h. Știind că 
a fiecare ciocnire cu podeaua coeficientii ce restituţie este K, iar timpul de contact cu podeaua 
constituie o fracțiune f din timpul de cădere respectiv, să se afie timpul total pină ia oprirea 
bilei și căldura totală degajată. 

R. Pi aul ati 2h, Q= mgh, 

1—k y 

4.9. Două bile de mase nu, Mg se mișcă pe directii perpendiculare cu vitezele Vy respectiv vz 

După ciocnire bila m. se opreşte. Care va [i viteza primei bile după ciocnire ? 


1 ra 
R. v, = — Vii + m} 
m, 
i nd ý x x ; 
4.10. Asupra unui punct material de masă m care are viteza v acţionează o forță de cioc- 
ae P 
nire în urma căreia viteza punctului devine v’. Să se arate că luerus mecanic efectuat de forța 


de ciocnire în timpul ciocnirii este W = Apo. unde Ap este impulsul transferat punctului 


> > 

w 
material, jar =? na E 

» 2 
4.11. Două bile de mase m, = 0,20, kg, m, = 0,40 kg se mișcă cu vitezele v =.10 ms 
v, = —15 m/s, una spre cealaltă, Forța de interacţiune dintre bile se poate aproxima printr-o 
Fi 
f: O BAH. = = 
Fig. 4.10 


linie frîntă ca în figura 4.10. Considerind ciocnirea unicimensională, să. se calculeze căldura 
degajată prin cioenire, 
Fo? Fo? 
DB. pp=i Pe ppt, QE 


2m, 2Ma 


4.12.. O navă cosmică cu masa m, se mişcă cu viteza v, = const în absența forţelor exte- 
rioare. Pentru a-i modifica direcţia de mișcare se acţionează un motor ci. reacţie care ejec- 
tează- gazele cu viteză w^ constantă faţă de navă şi perpendiculară pe viteza navel. La sfirsitul 
funcționării motorului masa navei a devenit m. Cu ce unghi a deviat direcţia navei ? 


Rp mt, i 
Vo m 


CAPITOLUL 5 
CINEMATICA SOLIDULUI RIGID 


Toate corpurile din natură sînt mai mult sau mai puţin deformabile. 
Nu există corpuri absolut rigide. Atunci cînd în problema considerată se pot 
neglija delormările corpului, obţinem aproximaţia solidului rigid (nedetor- 
mabil). La viteze foarte mari, apropiate, de viteza luminii (c =: 3*10% m/s), 
deformaţiile corpurilor nu mai pot ti neglijate (orice corp este deformabil) 
şi BS solidului rigid nu mai este valabil (nu se aplică în mecanica rela- 
tivistă). 


5.1, TRANSLAȚIA ȘI ROTAȚIA 


5.1.1. TRANSLAȚIA 


Mişcarea de translație a solidului este acea mişcare in care. orice dreaptă 
legată rigid de solid se mişcă paralel cu ea însăși. 

Toate punctele corpului au traiectorii, viteze şi accelerații identice, de 
aceea mișcarea de translație este complet determinată de mișcarea unui singur 
punct arbitrar al corpului (se aplică modelul punctului material). Viteza de 
translație este'deci uri vector liber, al cărui punet de aplicație poate fi ales în 
ee punct al corpului. De asemenea și accelerația de translație este un vector 
iber. 


54.2. ROTAȚIA 


Mişcarea de rotație a solidului este acea mișcare in care toate punctele soli- 
dului descriu cu aceeași viteză unghiulară cereuri paralele ale căror centre sint 
situate pe o dreaptă, numilă axă de rotație. 

Viteza unghiulară œ = 6, aceeași pentru toate punctele rigidului, se re- 
prezintă printr-un vector de modul w, situat de-a lungul axei de rotaţie în 
sensul dat de regula burghiului. Vectorul & este vector glisant (alunecător), 
al cărui punct de aplicaţie poate fi ales în orice punet al axei de rotație. 


— 
Alegînd un punet arbitrar O pe axă şi ducind vectorul de poziţie 0P = 
=r, putem serie (lig. 5.1): 
=> > > -> 
=T= 0 XTS 
În adevăr, direcția şi sensul lui 


-> > >. 
a xr corespund lui v, iar ca modul 
> = Isi 
|oxrl= orsina = oh. 


În general mișcarea de rotaţie poate 
fi neuniformă și însăşi axa de rotație se 
poate schimba. Vectorul accelerație uan- 


ghiulară e este prin. definiţie : 


at do > îi 
se — (5.2) 


dt 


- = 
Dacă vectorul w variază doar în modul, € 
Aj 


va Îi paralel cu ©, în acelaşi sens cu a , 
dacă modulul | BS) crește. Dacă axa de Fig. 5.1 
rotaţie se înclină, adică e variază și 


ca direcţie, atunci Ẹ¥ va fi oblic faţă de axă (faţă de a): 


5,2. DEPLASAREA SISTEMULUI DE COORDONATE 
5.2.1. DERIVATA UNUI VECTOR 


Lemă : Derivata unui vector variabil dar de modul constant este perpendi- 
culară. pe „acest vector : 


„n 


du = u = const, (a) = 2uu 


Produsul scalar fiind nul, u este perpendi- 


cular pe u (aici derivata poate fi în raport 
cu un parametru oarecare). Exemple am 
întîlnit la deducerea formulei (1.22): (deri- 
vata unui versor este un vector perpendi- 
cular pe acel versor) sau a lui 4, din 
figura 1.11. 
> 

Dacă vectorul u se mişcă prin translație, 
derivata sa este evident nulă, deoarece el nu: 
suferă nici o variaţie : nici ca modul, nici ca 
direcţie sau sens, de aceea excludem acest Fig. 52 
caz banal. Atunci un vector de modul con- 


aa ID dat 
stant nu se poate lùngi sau scurta, ci doar roti. Ducind vectorul i dintr-un 


punet fix, virful său se va deplasa pe suprafața u nei sfere de rază |w} = const. 


e ; 
Creșterea. sa finită Au va fi coardă (secantă) la sferă, iar creșterea infinile- 
= 
zimală du va fi tangentă la această sferă, deci perpendiculară pe rază, adică 
= 3 > > 
pe u (fig. 5.2). Prin urmare, în adevăr u = du/d! este perpendicular pe u, 
> > 
(u du=0). 
A p spr $ f p . - N . > ` . > 
Derivata u are semnificația vitezei de variație a vectorului u sau a vitezei 
i 
de deplasare:a vîriului vectorului u. De aceea se poate introduce viteza un- 


N p. y aiy -> M „o [puii 
ghiulară momentană (sau instantanee) œ de rotaţie a vectorului z: 
E SI a z D g i _ 
i u=oXu, lul=const, Lu i (5.4) 


Vectorul w'nu este complet determinat, dar trebuie să fie situat intr-un plan 


> big =+ mp tik FI . ` PE 
perpendicular pe u pentru ca œ X u să dea corect direcția derivatei u, de 
exemplu : | 


El 


E E E E E E AA 
=— uxu, (Lu şi oL u). (5.5) 
u? i - i g 


Un exemplu este mișcarea de rotație a rigidului! din figura 5.1, în care 


vectorul de poziţie ” T are modul constant şi derivata sa r => se exprimă prin 
(65.1). 

Tinind seama că derivata unui vector de direcție , fixă, variabil doar în 
modul, este paralelă cu vectorul, putem enunţa : 


Teorema : Derivata unui vector estè în general oblică fală de vector şi se 
descompune într-o: coinponentă longitudinală, paralelă cu vectorul dat, care pro- 
vine din variația modulului, și o componentă transversală, normală pe vectorul 
dat, care provine din variația direcției vectorului. 

Exemple: Derivata: vectorului de: poziţie e o (viteza) este oblică faţă de FO. § 8.5); 
derivata vitezei v= a” (acceleraţia) este oblică La de viteza Di derivata vitezei unghiulare 


B= E z (accelerația unghiulară) este oblică față de o (față de axa de rotaţie, dacă aceasta îşi 
schimbă direcţia în spațiu). 


i 


5.2. 2. FORMULELE TUI POISON 


Teoremă, Derivalele versorilor unui sc òrlogonal nobe se exprimă în 
fiecare moment prin produsele vectoriale .. i 


o xI= oj — ok, 
j=oxj= oit ok, F (5.6) 
A a aR a e i 
E=oXE= o ~ o, 


5 
unde o este un vector unic determinat (în general variabil), adică rezultă 


a . ` wos - m ` N > ea 
dintr-o rotație infinitezimală cu viteza unghiulară momentană o. 


Vom arăta că există o rotaţie momentană œ care generează derivatele 
i rotație œ este unică. 


versorilor contorm formulelor (5.6) şi că aceas 

E e 

Să demonstrăm întîi unicilalea. Dacă există doi vectori œ Și œ care sa- 
tisfac (5.6), atunci trebuie să avem 


3 ăi a E: = = = 
i=oXi=oxi=(o—v)Xi 
sau 
(oz o) loy opk = 0 
deci i O= Op Oy = Oy 


(un vector este nul dacă componentele sale-sînt nule). 
Analog, din expresiile celorlalte derivate rezultă că și os = omp adică 


- 
0) 


II 
€ 


t wey ; 
Să demonstrăm acum existența vectorului œ (în cazul Lranslaţiei lui SC, 
i - 
versorii nu suferă nici o variaţie și evident © = 0). 
> > ; 
Conform lemei precedente, i este perpendicular pe i, deci se descompune 


Sia Ă 
după versotii j, k. Analog se descompun celelalte derivate : 


î=0 + aj + dial, 
i = aul + 0 azak, 


> > 2, 
k = azi + ayj -+ 0. 
Deoarece însă, 


îi=o > dd =i] I ij PaO; 


> e EANA 
din primele două descompuneri, prin înmulțire scalară cu j, respesLiv i, rezultă 


>> -> 


ij = ao ij = o deci @n = ~ae 


şi analog lz, = — ls da — a. Prin urmare, matricea coelicienţilor asy 
este antisimetrică : ti; = —4z Şi depinde deci numai de 3 parametri indepen- 
denţi. Prin comparare cu formulele (5.6) rezultă imediat că vectorul œ căutat 
este 


. ek 5 i 
Or = t =j K, Oy = = ki o= tu = ij, i 


eae ada > >n a 

= QR) jki) + RU). (57 

Oijservaţie, De fapt rotația este totdeauna descrisă de o matrice (tensor) antisimetrică 

j - per: 

cop = — wg Și numai în spațiul tridimensional i se poate asocia un vector dual œ de-a lungul 
normalei la planul rotației (vector axial: mai sus o = aj) 


5.3. DISTRIBUȚIA VITEZELOR 


5.3.1, FORMULELE LUI EULER 


Să introducem un sistem de coordonare S legat. rigid (invariabil) de 
corp şi care se mişcă deci solidar cu corpul, numit SC propriu. Conform 
figurii 5.3 : 

R 


PE E E apei re 
n, r = gi yy h k, 


= 
unde r' este fix fală de S' (adică a”, y', 2 lixe), dar se mișcă faţă de sistemul 
de coordonate S, odată cu S’. Prin derivare obținem 


> > 3 > > > 3 > pei 
r= n, PSD, spray az (5.8) 
jul ` » . a ý 
unde p este vileza punctului P, iar o — viteza punctului Q’. 
Aplicînd formulele lui Poisson, avem 
Sr aa a e a u a y a e S 
1 Vo xi -tyo xi tro xk =oxr, (5.9) 
astfel încît obtinem formulele lui Kuler: 
N a 
pokoxr (3.10) 
» aR > aa 
Dy = Die ao XP (5.31) 


a în spe ` ă sarea i ini [i 5 i PEE re y 
ceea ce Înseamnă că deplasarea infinitezimală a solidului dr p df se descom- 


A : A F tap ` w iri bea 
pune în fiecare moment într-o translație intinitezimală dry == m dl și o rotaţie 
£ AgI s x P SF a . . a R £ : 
infinitezimală dr” = ros di în jurul unei axe trecînd prin O". cu viteza unghiu- 


> > > 
lară œ (m și w sînt în general tuneţii de limp). 


Teoremă. În fiecare momenl vileza oricărui punct P al rigidului este egal 

; i a E a 70 ale Se 
cu viteza unui all punct oarecare O' al rigidului, m, plus o viteză de rotaţie în 
jurul unei axe lrecînd prin ueel 

- Pie 

punci O", homo X r, adică miş- 
carea rigidului se descompune in 
mişcarea de translalie a unui punct 
oarecare al rigidului plus o rotatie 
în: jurul unei axe trecînd prin 


acest punci 

Descompunerea în lranslaţie 
şi rotaţie se poale face înlr-o in~- 
Finitate de moduri după alegerea 
arbileară a punctului de reducere 


O' numit pol şi plasarea acolo a 


axei de rotație, adică a vectoru- 


Fig. 5.3 lui &. 


5.3.2. INVARIANȚII 


Vom demonstra că oricare ar fi 
descompunerea, viteza unghiulară 


| © |, direcția axei de rotație și com- 
ponenta translaţiei în direcția axei 
de rotaţie, sînt aceleași (fig. 5.4). 

Teorema 1. Viiese unghiulară o 
esle o caracleristică intrinsecă a mis- 
cării corpului, adică modulul şi di- 
recția vectorului © sint indepen- 
dente de sistemul de coordonate S' 
propriu ales, doar axa de rotaţie se 
deplasează paralel cu ca însăși în 
noul pol ales. Cu alte cuvinte, prin o 


schimbarea polului, veclorul a se de j 
plusează echipolent în noul pol. É l 
În adevăr, putem trece de la $’ 
inițial la oricare altul S”, în două Tig. 5.4 
etape : Întîi rotim S’ astfel încât a- 
xele să devină paralele cu S”, atunci o devine o faţă de $ rolit, dar din 
condiţia 
ii e hr Tape a -> 
v= ko X = o XT, 
rezullă 
> > > >- > 
(o —o)xr=0—o=o, 
deoarece r este arbitrar. Acum trecem de la acest sistem rotit la cel final S”, 
printr-o translație. Dar o translație nu afectează derivatele versorilor, deci 


- 


! > 
& nu se schimbă şi rămine egal cu o. 
Teorema 2. Toate punelele corpului au în fiecare momed acceuși proiecție 
RI masa sai pa, Fc 4 Hi 
(componentă longitudinală) a vitezei pe dva de rotație, independentă de S 
propriu ales. Aceasta este cea de-a doua caracteristică intrinsecă a mișcării 
corpului. 
` . A i, ad . a x 
În adevăr, înmulțind relația (5.10) scalar cu œ şi tinind seama că 
at Pa Da a > 
o X r = Do este perpendicular pe œ şi daci produsul lor scalar este nul, 
obţinem 


= -> -> 


= 
A OV == Dy, Adică ov, cos(w, D) = ob cos(o, d), 
de unde 
sa et n, i 
by = v cos(w, V) = Voj = bo cos(0, Vo). (5.12) 

Prin urmare, toate punctele corpului au aceeași proiceție vy a vitezei 
pe asâ de rotaţie, adică aceeaşi componentă longitudinală a vitezei, egală 
cu viteza de translație de-a lungul axei de rotaţie, voje Deoarece viteza de 
translație este viteza punctului ales diept pol și deourece axa de rotaţie se 
poate deplasa doar paralel, este clar că oriunde am alege polul obținem 
aceeaşi. componentă longitudinală a ;țranslaţiei — rotația generează numai 
viteze perpendiculare pe axa de rotație | 


În rezumat, pulem deplasa veclorul o paralel cu el însuși (echipolent), 
schimbind polul și schimhînd corespunzător doar componența transversală a 


a it . . i a P : Pi kape 
translaļiei, cea longitudinală neputind fi schimbată. Produsul sealer œv este 
un invariant. 


Observaţie introducerea sistemului propriu S° ne-a servit aici doar ca un arlificiu pentru 


a putea aplica formulele Iui Poisson, deci a arăta existenţa unui & azie pentru rigid (5.9) ṣi a 
deduce astfel formulele lui Euler (5.10), de aceea Loate formulele care urmează se referă la SL. 

Exemplu, Mişcarea de rostogolire fără lunecare a unui ndru de rază R pe un plan poale 
fi privită ca o rotaţie cu viteza unghiulară e în jurul axei cilindrului pius o transtajie cu vi- 
teza v = œR, perpendiculară pe axă, deci vy = 0, sau, altfel, ca o rotație de acceasi vit 
unghiulară &œ în jurul generatoarei de contact cu planul (axă momentană de rotaţie, mob 
Descartes 1635) şi fără viteză de translație. ș.a.m.d. 


5.4. MISCAREA ELICOIDALĂ 


Teorema Iui Chasles : Mişcarea infinitezimală a unui rigid se descompune 
în fiecare moment, într-o rolaţie infinilezimală în jurul unci axe instantanee 
şi o translație infinitezimală de-a lungul acestei axe (miscare elicoidală mo- 
mentană). 


În adevăr, dacă iranstalia momentană vo (vileza punctului 0”) nu este 


z 
paralelă cu axa de rotație e din O, putem anula componenta transversală 
a translaliei deplasind paralel axa de rotație, de exemplu, în punctul urmă- 
tor: 


(5.13) 


a > 
Noua viteză de translație o, dată de acest pol re este egală cu componenta 


longitudinală a lui op, adică este paralelă cu noua axă de rotație o. dusă 


3 
rin 74. În adevăr, folosind formula dezvoltării produsului vectorial dublu 
e F G l 


(1.82), avem. pentru viteza punctului re: 


E > A > [ou p 
dbo xn to X — (o X m) = o], (5.14) 
! we o 


deci v, este paralel cu o. 
z „a 
Viteza de translație ve în lungul axei de rotaţie o, || œ coincide cu pro- 
-> „> = 
iecţia vitezelor v pe axa œ: înmulţind (5.14) scalar eu œ avem, conform 
lui (5.12), 


=>- = -> > 


AVe S OD, = by = OD = obp (Oo 


a) >p = Dg, = bape a Č.15) 


Prin urmare, în fiecare momenl, corpul execută 'o mişcare elicoidală infini- 


tezimală; anale irii m.ui gurub (șurub drept dacă wv > 0 și sting 
maia e . P E a. - ay > . 

dacă ov < 0). Axa elicoidată (I. Mozzi 1766) este locul geometric al pune- 

telor care au viteza minimă în momentul considerat. 


Dacă Po © sînt constante, mişcarea elicoidală se numește uniformă. Dacă 
în plus pn =0, mişcarea este o rotație uniformă. În genera! însă, aya clicois 
dală variază atît faţă de corp, descriind o suprafaţă riglată numită axoidă 
mobilă, cît şi faţă de reperul fix, descriind o suprafată rigiată numită axoidă 
fixă. OR 

În fiecare moment deplasarea solidului reprezintă o rostogolire « axoidei mo- 
bile, legată rigid de corp, peste axoida fixă, în jurul azei elicoidale w, (generaloa- 
rea de contact dinire axoide) plus o translatie v, de-a lungul acesici axe (Louis 
Poinsot 1834). 


5.5. DISTRIBUȚIA ACCELERAȚIILOR 


Deriv înd (5.10) și folosind (5.9), obtinem: 


E O aie A a iai aie a „Vaze aaa n PRI mater ue EDER e nl ia 
=p =n to X Ho Xr = mnte Xr +o xo xr) = 
= d + (5.16) 
E ra - E AR m ă, 
ES f lam w X (o Xr) =w X Dot (5.17) 


suit nt WE E e ca iai a f 

Primul termen reprezintă accelerația iranslaliei do = vo. Al doilea termen re- 

r insă sea x. . 3 METEN 

prezintă contribuția accelerației unghiulare e = w, datorită neuniformității 

rotației, se numeşte acceleraţie „rotitoare“ şi se anulează în cazul rotației uni- 

forme cînd © = const. Al treilea termen reprezintă acceleraţia „azipelă“, per- 

pendiculară pe axa de rotalie 

(a nu se confunda cu accelera- 

ţia aa, perpendiculară pe tra- 
iectorie). 

= . Oe 

În adevăr, fie 'n' versorul 

normalei, coborite din punc- 

pa pici 

tul P pe axa de rotatie şi R 

distanța “punctului P pînă la 


a — >, 
axă: R =C P =— Rw. A 


nu se confunda versorul n' Lo 


cu versorul n àl normalei prin- 
cipale la „traiectorie, și dis- 
tanta R’ pină la axa œ cu 
raza de curbură R a traiec- 
torici. > s i 
Per T r Th 
Atunci r = OC + R 
(fig. 5.5) şi ultimul termen : Fig. 5.5 


din (5. 16) devine: (dai =0.X 


dn zo x x? Xa x) =R SRT (5.18) 
(deoarece o x0 


E '0), deci reprezintă o acceleraţie perpen- 
diculară pe axa de rotaţie: - 


da PPs to, A 
(5.19) 
la = W? R’ = Vrot > Bob Wrot = oR’). 
Acum (5.16) se mai poate scrie astfel : 
d= Ex ri bi (teorema lui Rivals). (6.20) 


Exomple. a) Dacă direcția ngei de rotaţie, (deci. a Vectori a) nu se schimbă, E= ova 


E Mae - > 
îl paralel cu o şi de = € X r = Pa x R. în acest caz a, şi aa sînt exact accelerațiile tangon: 
pială și normală în miscarea de rotație momentană a rigidului în jurul axei trecind prin pol, 
adică acceleraţia oricărui panel al rigidului este egală cu acceleraţia unui alt punct oarecare (pol) 


a k OO S E T e 
al rigidului ay plus accelerația (ag + aw = t, + ap) care provine din rolalia momentană a rigi- 
dului in jurul unci axe trecind prin pol, analog descompunerii vitezelor. 


i de rotație in jurul axei fize, fără translație: @ = 0, =o il o și 


b) În cazul mișe; 
Arp apa par 
ae =e X r =e x R’ coincide cu accelerația tangenpială a, iar a = oR coincide cu 


acceleraţia normală a, în acest caz îi =” — versorul normalei principale la traiectorie, 
R= R — raza a cuiri (ca la; migrarea airaa) (fig. 1.12) şi acceleraţia devine 


E E PE 


a= ETETEN 


Fi FATA 


> > 
ide a 


Pa >. -> =- p 


lo >" = o bai i'o R= 


- 2 L-A 2 Rya 
vtt äs = WR, E b 


a= ya p a = NVF o, (R = R). 


e) În cazul mișcării elicoidale uniforme [EA [| o): a = 0, e. =0 și coincide cu Du w = d, 

. RK — a cilindrului pe care este înfășurată elicea, 
R — raza de curbură a traiectoriei, adică a elicei) 
(fig. 5.0): i 


v2 r v? sin?.0 > 2. 
a do = ap = — Pron n n, 
R R 


R= Risimza, o: -(5.22) 

ta gl e E i 
unde x este unghiul dintre vişi:e (unghiul: de ingk- 
nare al elicei), iar R = KR'/sin? u este raza de curbură 
a elicei. Ă 


z 3 A 
În general însă, ag nu coincide cu acceleraţia 


a = 
tangenţială a, și dẹ nu coincide cu acceleraţia nor- 


A 
Fig. 5.6 $ mală Ga. Era 


x R, a, = ER, ` (5:21) 


. 5.6. MIŞCAREA PLAN-PARALELĂ 


În această mișcare traiectoriile punctelor solidului: sînt paralele cu un 
plan fix. Toate punctele solidului situate pe o normală-la. acel plan se 
mişcă identic. De aceea mişcarea plan-paralelă se reduce la "mişcarea unei 
figuri plane (o secţiune a corpului paralelă cu planul fix) în planul său (miș- 
care plană). 

pai SE A Pi Fi PE n . . r să . 

Vectorii r, v, a sînt conținuţi în planul figurii (Oxy), iar veclorii o şi 


3 N k 5 E 
= o sînt perpendiculari pe plan (k = 0). Notăm o; = 0, & =, 0> 0 
înseamnă rotația în sens trigonometric. 


5.6.1. DISTRIBUȚIA VITEZELOR 


În fiecare moment mișcarea corpului se compune din mișcarea unui punct 
arbitrar al său plus o rotaţie momentani în jurul acestui punct (pol), adică 
viteza oricărui punel este egală cu vileza polului (ales arbilrar) plus o viteză de 
rotație momentană în jurul polului. 

'Translaţia, fiind conținută în planul figurii, este perpendiculară pe axa 
de rotalic, deci poate îi desființată, mutînd axa convenabil într-un punct C 
care se cheamă centru instantaneu de rotalie (în planul fix) sau centrul vile- 
zelor (în planul mobil al figurii), deoarece viteza sa este nulă în acel moment 
(fig. 5.7). În cazul translaţiei pure a figurii centrul instantaneu este aruncat 
la infinit, pe directia perpendiculară pe. translație. 

Vectorul de -poziție —— ;-, i ; ; 
sau coordonatele cen- . 
trului o instantaneu. C 
sint date de 6. 13): 


Te =r kt o X vo 
u? 
> l> > 
n= O X Vo (5.23) 
w 


deoarece viteza acestui 


punct, D, (5. 14), în ca- 
zul mișcării plane este 


nulă (on = 0). Luind 
pe C deep pol, avem 


= > 


= — 
D=o Xr, 07 = CP), 
adică vitezele tuturor 
punctelor. figurii sint in 
fiecare moment . perpen- 
dicultre pe razele care le 
unese cu centrul instan- 
taneu C şi au valoarea 
ol = CP, ceea ce co- 
vespunde rotației momen- 
tane a figurii în’ jurul 
centrului C'eu viteza un- 
għiulară momentană o% 
(tig. 5.8). 


Fig: 5:7 aF piak padi o aag 


Locul geometric: al centrelor. instantanee de rotaţie se numește ceniroidă 
fixă (sau bază) în S, respectiv ceniroidă mobilă (roslogoliloare sau rulantă) 
în S’. Axoidefe rizidului' sînt în cazul: nostru suprafeţe cilindrice eu gene- 
ratoarele perpendic are pe“ plinul « d at, iar intersecția lor cu acest plan dă 
centroidele. -. * Da 


În fiecare momeni mişcarea fiule. plane reprezintă o rostogolire fără üne- 
care a rulantei peste bază (mişcare epicicloidală). Punctul lor de contact este 
centrul instantaneu de rotație C (centrul vitezelor). 

Exemplu : Rostogolirea fără lunecare a unui cere (isa, parabolă etc.) 
peste o curbă fixă (linie dreaptă, alt cerc etc.) (fig. 5.9). 

ti 


5.6.2, DISTRIBUȚIA ACCELER.AȚIILOR 
Formula acceleraţiilor (5.20) dsvine în cazul plan :.. 
W =at a to Sux oT, oo (5.24) 


> B iN E pati > l> 4 i 
unde o este“ perpendicular pe plan ca şi w, deci a, este. perpendicular 


pe r , jar d, este centripet către pol. 
În fiecare momenl acceleraţia oricărui punci este egală cu accelerafia ‘polului 


ales arbilrar (a) plus o. acceleraţie datorită rotației momentane în Juru, polului 


Ce d = y H d). Sa 

Există în fiecare moment un punct W a cărui accelerație este nulă în 
acel moment, miimi centrul accelerațiilor. Din (5.24) rezultă atunci „pentru 
acest punct Alis. 5 .10) : 


= Ey = = 


E - 
a =0 a = a lo le L lo 
E irc Ș ei PC II M Pepe pă 
E a] a o'r | pif Fot, i ie 
i i pnay tii 
$ z EE iei S ; 
pore [7 TOO E i (e £ încă Odo + EX e pi 
Tw Zi „188 Sa ip i (5:25) 
JE Hoye lo ©” +o E 


wat Fig. 5.10 ` 


Observăm că, spre deosebire de centrul vitezelor C, poziția lui w depinde 
de neuniformitatea rotației (de e). În cazul rostogolirii uniforme (e = 0) a 
rulantei peste bază, centrul aceelerațiilor se numeşte centrul geometric al 
acceleratiilor (G). 

Luînd pe W drept pol, (fig. 5. 11), rezultă imediat că accelerațiile tuturor 


punctelor fac același unghi 6 (tg f B = ela?, independent de r i cu razele care 


le unese cu centrul acceleraţiilor W și au valoarea a =r JE -++ wf, ceea 
ce corespunde unei rotații momentane a figurii în jurul centrului W cu viteza 
şi accelerația unghiulare momentane œ şi e. i ; 


sie dle 01 
to = €/uu2 


y a a miz 


Fig. 5.11 


Cele două rotații momentane ale figurii, considerate din punctul de vedere 
al distribuției vitezelor și cel al distribuției accelerațiilor, sînt deci distincte 
(C W) 


5.7. MIŞCAREA SFERICA 


Un alt caz particular de mişcare a rigidului este mişcarea rigidului care 
are un punct fix (mişcarea sferică). În acest caz axoidele devin conuri cu vir- 
ful comun în punctul fix şi mișcarea este reprezentată prin rostogolirea fără 
lunecare a conului mobil peste conul fix. 


PROBLEME 


5.1. Să se deducă ecuația axei elicoidale : 
1 


- s - > á = => 
r =r +o = w Xx m- Ao, A — parametru. 


W 


Indicaţie. Dacă r; este langimen perpendicularei din potul O’ pe axa elicoidală, atunci 
trebuie să avem i 
270 _ > sA a 9 
= 40 X De SAU Te "cota ȘI. da. = Oe 


1AR 


ET 5.2, Folosind formulele lui Frânet t 


Ea ia IT SE y A X 
dt n dn t b db n 
ds R? ds R T as Tr! 


unde T este raza de torsiune, și formulele lui Poisson, să se arate că mișcarea triedrului Frénet 
asociat mobilului P in m şesrea sa pe traiectorie cu viteza v este o mișcare elicoidală cu para- 
metrii i 


TA = RRE + TD) A o =v t + B. , axa elicoidală că trece prin punctul 
RT T R 
—> TA 
Tie (tig. 5.12). 
1- RT? 


5.3. G 
a) centrul v 
R. Figur 


apetele unei tije AR de lungime lunecă pe două drepte ortogonale Oxy. Să se afle; 
tezelor C; b) baza şi rostogolitoarea'; e) centrul geometrie al accelerapiilor G. 
a 5.13. 


pc 


Fig. 5.12 Fig. 5.13 
5A. Să se arate că: a) punctul Cal rigidului care coincide la un moment dat cu centrul 


> > > 

vitezelor C are în acel moment accelerația ay = — o X uea mde, este viteza de deplasare a 

centrului C pe bază ; b) traicetoria lui C” are în C un punct de întoarcere cu tangenta perpen- 

diculară pe bază și rostosolitoare (după normala lor comună); e} acceleraţia de mai sus este tn- 

dreptată spre centrul gzo.nstric al aecelerațiilor Ga cărui poziţie este dată de vectorul (fig. 5.14): 
> = 


f ata” piata 
QXU, caz, (u, =u X CG). 


= 
CG 


o! 


Fig. 5.15 


5.5. Să se arale că punctele figurii plane care au la un moment dat accelerația normală 
nulă se găsesc pe cercu! de diametru CG (numit cercul intlexiunilor, deoarece traiectoriile au 
acolo puncte de infiexiune), iar punctele figurii care au accelerația tangenţială nulă so găsesc 


pe un alt cerc de diametru CT = wu.jz (CF este tângenta comună a axocidelor). Cele două 
cercuri se taie în Ç şi W (fig. 5.15). 
5.6. Să se demonstreze relaţiile : 


5 în ERIE NENE pa 
> > x 

o=! X X A ` $ > (te = Ci) 
E RN Cop Ri 


unde m, n3. R, R sint versorii normalelor. respectiv razele ce cur ale axoidelor în punctul 
de contact C (centrul vitezelor), u, este viteza de deplasare a cerbiilui C pe bază ; lar G este 
centrul geometric al accelerațiilor. i 

E cocaină Aita : 


45.2. Fie planul mobil legat solidar de axele, intrinseci PE 5) ale unui mobil P care se 
mișcă cu viteza v pe traiectoria så plană. Să se arate că: a) o = o]R, unde R este vaza de 
curbură ; b) centrul vitezelor C este în centrul de curbură ; e)'accelerajia tangenţială a mobi- 


este a. = oR şi este paralelă cu t; 
a ùh n (fig. 5.16% 


ului a, =v=eR -+ oR; d) accelerația punctului C 


e) viteza centnilui'C pe bază este u, == A și este parili 


"5.8, Un cerc de rază R se rostogolește fără lunecare pe axa Ox cu viteza u. Să se afler 
a) baza și rostogalitoarea, poziţia centrului vitevelcr; b) vileza œ şi accelerația e ale cercului; 
c) coordonatele unui punct P de pe cere în functie de unghiul 0 dintre raza GP și verticala GC 
(fig. 5.17) ; d) vitezele pa, v ale punctului P ; e) descompunerea vitezelor faţă de G ; f) unghiul 


GiGlOI O mm 


| 
| 
l 
i 
! 
| 


Sa ; 
TR x 


Fig. 5.17 


-> a 
a = (p, u); g) viteza r a punctului superior C'; h) accelerațiile azy; i) desccn punerea acce- 


leraţiitor față de G; ]) poziţiile centrelor accelezațiilcr ; k) acceleraţia normală a, și poziţia 
centrului de curbură K al traiectoriei (cicluicei); I) lurgirrca s a unci bucle a ciclcidei, 


R. a) Biza este axa Or, iar.rostogolitoarea estesgercul ; centrul vitezelor în C ; b} w = u/R, 


e = u/R ;c)cicloida : 2 = RO — sin 8), y = R(L — cos 0) = 2R sin? = ;4) v, = ul — cos 0) 


9 o 
2u sin? o » By = sin 0, v = 2u sin o-2R sin a a:CP, o indreptat spre C’; 
2 2 $ 


e) Du + & x GE, Da = u({—cos ĝ, sin 0); i) a = £ PCC’ = z/2 — 912; g) pă m; 


A 1 ` 1 > k > . 
h) a; = u(l ~ cos) + utsin 0, a, = u sin 04 R u? cos Ô ; i)a = (u, O), ae = u(—cos, 
isg sE X i er : 


RA i 1 fsi 3 
sin 0) tangentă la cerc (LGP), ao = — WGP = F u*(sin 6, cos 6) radială (centripetă) spre G; 
į) ne = m, CG = tfo = ujo = R, deci ta centrul cercului; CW = R cos B, unde igh = 
= ejo? = uRja?; k) a = t utsin v » PK = 2PC; l) w= 8R. i 
R 2 


' 5.9. O roată de rază r se rostogolește fără lunecare pe o altă roată fixă de rază R, in. ex- 
Wwrior sau interior, incoajurind-o cu o frecvenţă n. Să se ătle viteza unghiulară œ a roții r. 


R. o = 2nn(1 + Rr). 


-=> => -> A = =- 
5.10. Să se co npani mişearea elicoidală (v, œ) cu o translație v’, sub unghiul œ față deo 


RTL 
R. Axa elicoidală se deplasează cu distanța L o X vı translația rezultantă v40’ cos aœ. 
Lo) 

5,11, Să se conpuini două mişcări elicoidale antiparalele (6, a) şi (—0p =a), ale căror axe 
elicoidale se află la distanţa b între ele. 

R. Teanslaţia v = o? porp>adiculară po planul axalor elicoidale (în sensul dat do regula 
burghiului). 

5,12. Un con cu deschiderea 2x se rostogolește fără lunecare pe un plan orizontal, cu virful 
fix, măturind planul cu viteza unghiulară Q (perpendiculaiă pe plan). Să se afle viteza unghiu- 
lară proprie sau relativă co, și cea absolută (sau rezultantă) œ ale conului, 

R. Axoidele sint planul orizontal şi conul însuşi. Axa elicoidală este generatoarea de con- 
tact, o = Q/sing, ws Q ctga. 


CAPITOLUL 6 
DINAMICA SOLIDULUI RIGID 


După cum am văzut, mişcarea solidului rigid se descompune într-o miş- 
care de translație şi o mișcare de rotație în jurul unei axe instantanee : 


aa: =, =- > - 


si dă a E a 
V = b Doi = 0 H o XT, r =o XI = Vrot (6.1) 

Dinamica mişcării de translație coincide cu dinamica punctului materiak 
Să studiem acum dinamica mișcării de rotație a solidului rigid în jurul axei 
instantanee, 


6.1. ENERGIA CINETICĂ DE ROTAȚIE 


Nlegînd un SC cu originea O pe axa de rotaţie (fig. 6.1; omitem aici ac- 
centele de pe coordonate pentru simplificare), să calculăm energia cinetică 
de rotaţie a rigidului : 


la 
Eau DE marte sau Ero= [5 io am. i (6.2) 


Ținînd seama că vitezele particulelor sint 


i = 


= = = > 
Drott =O X Tp 30 X Re Deote = OR 

5.3 

Vrot = OR, (6.3 


unde T, sînt vectorii de poziție şi R; distanțele 
pariiculelor m, pînă la axa de rotație, obţinem 


en lype ; 
Er = z+ m, Rio? = z Io, (6.4) 
Ki i 


Fig. 6.1 


unde 


este momentul de inerție al rigidului faţă de axa de rotafie (Ch. Huygens 1673). 
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f În a distributiei conlinue de masă, suma de mai sus se înlocuiește cu 
integrala : i 


E K? dm = fr p dV, (dm= p dV), (6.6) 


unde R este distanta elementului de masă dm = p dV pînă la axa de rotație. 


6.2. MOMENTUL DE INERȚIE FAȚĂ DE O AXĂ 


Momentul de inerție este o mărime aditivă în sensul că este egală cu suma 


momentelor de inerție ale particulelor componente'ale corpului. Momentul de 
inerție al unui punct material faţă de o axă este egal cu produsul dintre masa 


punctului material și pătratul distanţei sale pînă la axă: mR? (fig. 6.2): 

5i I = XI = ER, unde Iy =m, Rè (6.7) 

Vom nota cu R, distanlele pînă la axă şi cu r, distantele pînă la pol. 

Se numeşte rază de inerție sau de giraţie faţă de o axă, distanța R, defi- 
nită prin relaţia : i 


I = 98m, K} = mR? sau I ={r dm = mR}, (m = Ema), (6.8) 
RL mP sau R= È Rdm, R, STi 6.9 
m cae in ai i (8-9) 


adică raza de inerție R, este dis- 
tanja de la axa dată unde ar ire- 
bui concenirală loată masa corpu- 
lui pentru a da același moment de 
inerție faţă de acea axă. 

Dacă cunoaştem masele păr- 
ţilor componente M, și razele lor 
de giraţie R,; faţă de o axă, 
atunci momentul de inerție al 
corpului întreg (compus) faţă de 
acea axă este evident: 


T E MRi D I, I; = MR 
j i isi 


(6.10) 
Fig. 62 ` fiindcă orice sumă parțială 
A E mR poate li înlocuită cu 
(3) i 


momentul de inerție M,R2; = 1; al părţii componente respective de masă M; 
și rază de inerție Ra. i 
Dimensiunile momentului de inerție sînt: 


Ci CEPS RE) ML? = kgm? în SI. GAT) 


Comparind expresiile energiei cinelice de translație și de rotaţie; 
l > > 


Eu RTA Ergi a cl) Io, (6.12) 
2 2 
se vede că rolul masei m din mișcarea de translație îl joacă în mișcarea de 
rotaţie momentul de inerție 7 faţă de axa de rotație. 

Aşa cum masa unui corp este o măsură a incrlici sale în mişcarea de 
translatie, tot aslfel momentul de inerție faţă de o axă este o măsură a înerţiei 
corpului la mișcarea de rotație în jurul acelei axe. 

Valoarea momentului de inerție depinde nu numai de mărimea maselor 
particulelor corpului, ci şi de: modul cum sînt distribuite ete (adică distanțele 
lor) faţă de axa de rotaţie. La o acecaşi masă totală, corpul care are masele 
mai depărtale de axă va avea un moment de inerție mai mare, de exemplu, 
momentul de inerțieal unui inel (cilindru gol) este mai mare decit al unui 
disc (sau cilindru) omogen din același material şi de aceeași masă, faţă:de 
axa lor de simetrie, Pentru a obţine un moment de inerție cit mai mare, 
materialul trebuie distribuit cît mai departe de axa de rotaţie. 


6.3. LUCRUL MECANIC, PUTEREA 


Lucrul mecanic elementar efectuat de forţele aplicate rigidului în rotaţie 
= 
(la rigid forţele interne nu fac lucru mecanic) este (peste tot mai jos vp = 


- < _ > 
E Drot =0 X lp =lp): 


>» > >= » — ean - ~ 

Wio = Eir dry = SF U = Frate X rod = Bole X Fdl = Mo dt, 

(6.13) 

unde M este momentul rezultant al fortelor faţă de un pol de pe axa de ro- 

taţie şi unde am folosit proprietatea de simetrie ciclică a produsului vecto- 
rial mixt (1.81). 

Pulerea dezvoltată de forţele aplicate va fi deci 
Paot = Wiot = Mo, (6.14) 


e: X . PA ` 
analog puterii la translație Fv, Forţei de la mișcarea de translație îi cores- 


punde momentul forței la mişcarea de rotaţie. 
Într-un SR inerţial putem scrie teorema energiei cinetice : 


a II ~ . =y 
dEr = ta?) dW,ot = Mao di, Eros = Pror = Mo, (6.15) 
yá 


s Peai 
Wot = (Ho di = AE = af ra), (6.16) 
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ceea ce se obține și direct-prin derivarea energiei cinetice : 


5 Kao tt BEA Fy 
Eiet -Í 7 zma) = EMD k = SA Fo = 


=E F) O xm) = Sote x E So) e Mo 


6.4. MOMENTELE DE INERȚIE FAȚĂ DE UN SISTEM 
DE COORDONATE 


Momentul de inerție al unui corp depinde de axa fată de care se calcu- 
lează, de aceea nu este o mărime scalară (descrisă de o singură funcție) și 
nici vectorială (descrisă faţă de un SC prin trei funcții), ci una mai complexă 
(tensorială). 

În adevăr, să deducem expresia analitică a energiei cinetice de rotație 
faţă de un SC cu originea pe axa de rotaţie (fig. 6.1 ; omitem accentele pentru 
simplificare) : 


A 1 1 =- -> 
Erot => y Mbio =D = aa x ra 
k 2 A 


sau 


ÎN e, 
= [z6 x r) dm; 
aul > „a - 
Eno D T mlio ye = Yr) T Otr — Orr) + kloy — ord = 


1 
23 muilo pe — Oi H (osti — oa) A (ay — Outta]; 


a l a l ea l 
Era = 3 Irro T 2 Iyyoy T 2 Inoz + 


H Lapor Oy T pOg F raza (6.17) 


unde 


La Em t 2, Dau Emeta), Le =m, 0? +y?) (6.18) 


se numesc momente de inerfie fată de axele de coordonate, iar 
det 
lay = yr = — ata Tye = lay = — EMY 


Irs = Les == — ÎI Mata (6.18!) 


se numese momenle centrifugale (sau de deviaţie). 
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Momentele de inerție (6.18) sint chiar momentele de inerție faţă de axele 
de coordonate în sensul în care am definit mai inainte, prin (6.5), momentul 
de inerție faţă de o axă (yi - 2? este pătratul distanței particulei m, pină 
la axa Oz; 2} — pătratul distanţei pînă la axa Oy ete.). 

În cazul distribuţiei continue a masei, momeiitele de inerție sînt 


Taf (> -H 2)dm =| (9? + edy ete. 


(6.19) 


fe dm = fave dY ete. 


Prin urmare, energia cinetică de rotulie este o formă pătratică în compo- 
nenlele vilezei unghiulare, ale cărei coeficienţi sînt momentele de inertie, 
Momentele de inerție sînt descrise deci într-un SC prin 6 functii şi se 
reprezintă prin matricea simetrică (tensor de ordinul doi simetric) : 
Ire Ten dee i 
ji 2 
i =] Iye Ivy Tyr h lay dgn (6.20) 
Le Iy Iz: ` 
unde elementele diagonale sint momentele de inerție față de axele de coor- 
donate, iar elementele nediagonale sînt momentele de inerție centrifugale. 
A nu se confunda matricea momentelor de inerție Ì cu momentul de inerție 
faţă de o axă I. 


6.5. MOMENTUL CINETIC DE ROTAȚIE 
6.5.1. COMPONENTELE MOMENTULUI CINETIC 


a) Faţă de un pol de pe axa de rotaţie a rigidului, ales drept origine a 
sistemului de coordonate (lig. 6.1), avem 


dia = Er, xX mid = Er x mul x T.) (C 
sau 
x @ x pdm = | amiloza opt) — Hot — os) 
+e lg. (6:21) 
cu componentele 
Je = Iasoa + Izuoy + IezQa Jy = Iyaoe + Iuvoy F lua | 
(6.22) 


Ja = Iata + Iza + Ion 
care sînt forme liniare în componentele vitezei unghiulare. 

De aici se vede că în general componentele momentului cinetic J nu sînt 
proporționale cu componentele corespunzătoare ale lui a, adică vectorul J 
nu esile în general paralel cu vectorul a, deci momentul cinelic J nu este în 
general paralel cu axa de rotație (o). 


Ql — Mecanică și acustică — cd. 157 113 


= > ; 
Dacă reprezentăm vectorii J, « prin matrici coloane, putem scrie : 


i Se Îi Ieg Iza Og 
LI> =| Jpj = Iys LED Iyz os j=l] oa> 
J: Iza Izy I: Oz 
sau 
Î =îo = (Fx lo x Mdm. (6.23) 


Într-un SR inerţial putem serie teorema momentului cinetic : 
E I > = > >, 
În Sl) = A, E dt = Ada), (6.24) 
d 


ceea ce se obline şi direct prin derivarea momentului cinetic : 


Îsi = (Err x muti) = Iry X mate = ZE X (Prt Fix E, = M. 


6.5.2. FORME BILINIARE ȘI PĂTRATICE 


-- ` 
Produsul scalar ab a doi vectori reali se poate serie ca produs dintre ma- 
tricea linie a primului vector şi matricea coloană a celui de-al doilea vector : 
, ba : 
>> A > >» ? 
ab = abat dydy -F azb: = [äs ay az] | d, f= (a, D). (6.25) 
b; 


Vom reprezenta veclorii prin matrici coloană, iar covectorii prin matrici 


linie cu elemente — componentele complex conjugale ale vectorului respectiv :. 


ls 
[a> =| ay`|— vector (bra); <a] = [a a až] — covector (ket) 
(2 g 
(dənumirile bra şi kel au fost introduse de P.A.M. Dirac „de ia cuvîntul 
bracket = paranteză), 
Produsul scalar se va defini atunci astfel : 
ba 
iby = [az apt] by [> Gbr H by ba. (6.26) 
ba : 
Penlru vectori reali regăsim expresia cunoscută de mai sus (6.25). 
i A, egi a v a ve FE 
O expresie <a] AL}, b) înseamnă o formă biliniară în vectorii a, b şi 


5 An 
anume produsul scalar dintre vectorul a'şi vectorul AID. (care rezultă. din 
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înmulțirea matricei pătrate A cu vectorul-coloană 3) sau altfel, este pro- 


dusul dintre govectorul Ka] — matrice linie a vectorului u complex con- 
jugat si vectorul Ñi | bò — matrice coloană care rezultă din înmulţirea ma- 
tricei ĂI cu vectorul | bò — matrice coloană a vectorului T: 


x, Mea Mey Maez If be 
<a! Mib) [az l] My My My b] = 
Mas Ma Ma lia 
Marbe- Mayby + Mazbz 
= la a e] Meda Myyby +] na = 
Mada + Miyby HN 
= GM rels -H GM yyby A GMasba + Maeyby + a PET l- Myb: + 
H Myby -+ OM zahar Myb: = Maathe -+ Myg by -i Mabi t 
+ Maha + Myatġbe + Myiagbs + My, Moga  Mpatba (6.27) 
Se poate verifica ușor proprietatea : 
CaȚă 0% = b| Xt ay, rs, (6.28) 
unde AY” este matricea hermitic conjugată (transpusă și complex conjugată). 


Y tny sje 
Dacă matricea M este hermiliană (după numele lui Hermite), adică hermitic 
a A 
auloconjugată ;: MY = M, atunci 


Caj ÑE 5 = <b] Ñ Jay; <a] Ia = Cal Ia; dacă M+ = A, 
(6.29) 
deci forma pătratică respectivă este reală. 


În particular, în cazul real, cînd vectorii şi matricile au componente 
reale, avem í i 


(&, MD) =, Ma): (6.28) 


A 


Condiţia de hermicitate devine condiţia de simetrie: M =M. Dacă 
A 
matricea M este simetrică -(și reală) avem 


fa A 


(d, MD = 0, Ma, dacă M =M, | (6.29) 


iar forma pătratică se serie în acest caz desfăşurat astfel : 


(a, Ma = Mrt + Myra + Ma -+ 2Mauyady + 2Myzdy + IMa dz. 
(6.29) 


6.5.3. ENERGIA CINETICĂ DE ROTAȚIE 


Relaţia (6.17) se scrie acum cu ajutorul matricei momentelor de inerție Î 
(6.21) ca formă pălralică 


1 fe x Pda (6.30) 


Ă Îi pa 
Erot = (e 1) = =: 


şi ținînd seama de expresia momentului cinetic (6.23), putem serie: 


E A E E E E S s 
Eros =z lo) Tae 1) eri oJ moea (6.31) 


analog energiei cinetice” de translație 


ț e ee ai P 
E =y ne = 0p = P mu?, (6.32) 


a $ U SE - 
numai că J nu este în general paralel cu o. 
a y T Pih = 
Deoarece Eror > 0, rezultă cosa:> 0, z efo, —], adică J formează tot- 
2 
dauna un unghi âscuțit cu vectorul w. 
> 
Notind cu n versorul axei 
= f s Tai 
N 3 (COS Za COS Xy, COS X) = 0/0, (6.33) 
putem exprima momentul de inerție 7 [aţă de axă prin matricea momen- 
telor de inerție Î, ca formă pătratică în cosinusurile directoare (A. L. Cauehy 
1827): 
îmi ip adi } Ar Cr 1 pn 
] = (n, În) = leg cost op... -A Iry COS Zy Cosa... (0.24) 


i -> - 
expresie care rezultă uşor din (6.31) punînd œ = no. 


6.5.4. MOMENTUL CINETIC ÎN RAPORT CU AXA 


z 
Proiecţia momentului cinetic J pe axa de rotaţie (momentul cinetic în raport 
cu axa) se poate găsi imediat prin compararea expresiilor energiei cinetice : 


de unde (lig. 6.3): 


Jı = Io, J= 1o, (6.35) 


- doilea : 


deci Io ne dă numai componenta longitudinală a momentului cinetic, paralelă 
cu axa de rotație, adică ne dă momentul cinetic în raporl cu ata de rotație. 


Expresia lui Jy se poate obţine și direct. Avem din figura 6.1: 


= 


- - TE: R > Geni 
Jro = Ère X Me = AUC H Ri) X Mei, 
3 =% = = 
cum Vy =0 X Te =% X Ry este transversal, com- 


ponenta longitudinală este dată de termenul al 


Ji = SR x mw, = Ss X mho x R) = 
= {m Ro = Io, 
unde am dezvoltat dublul produs vectorial după 


(1.82) şi oR, =0. 


66. VARIAŢIA MOMENTULUI CINETIC DE ROTAȚIE 
ȘI VARIAŢIA ENERGIEI CINETICE DE ROTAȚIE 


66.1. DERIVATA MOMENTULUI CINETIC DE ROTAȚIE 


Aceasta se poate calcula direct din sumele respective (reamintim că 
3 tei > > i 
Pe = o X Pe = Vrot e = Vp) : 
-> = =- - > > > aN 
Jot = LEk X My = Bre X Mibe = Dre X Ma X r) = 
> >.> > > > 
= 5r; X mihe X r) + Err X mlo X v). 
x 
Primul termen este identic ca structură cu forma pătratică a lui Jro: (6.21) 
- ; a , : 
numai că în loc de œ, avem aici e, deci este egal cu Îs. Al doilea termen, 


dezvoltat, dă — Er, Emro) Erta = 0), la fel ca şi oxJ: 
"axă =a x (Ere X muti) = Emor) (aV = 0) 
Prin urmare, 
l = 1E +a xJ = iet o x (lo) (6.36) 


6.6.2. DERIVATA ENERGIEI CINETICE DE ROTAȚIE 


Se obține ctectuînd derivarea 


Esi (= : mat) mit soi Emwlo xX Ta) _ 


= Emoe x T) (termenul vp(© X re) = 0) 


şi. permutind ciclic produsul mixt: i 
ý i is, popes -3 Je - > - -> 
Eroi = ZE; X Mw) = EJ = (e; lo) = (o, Îe), 


(Î este matrice simetrică), dar din (6.36): I£ =J — a x J, atunci 


En = (0, J= 0 x3) = 0, J) — o, ox D =a, 


unde ultimul produs scalar (mixt) este nul; Prin urmare, 


i È, =, lo) = (0, l9 = Je = Jo. 
: Într-un SR inerţial avem teoremele (6.24) şi (6.15), deci 
Tai =Í% x J =M, 
(6.38) 


23 = 


Era =J: =Jo = Mo. 


6.7. TEOREMELE DE DESCOMPUNERE . 


Dacă descompunem mișcarea rigidului în mișcarea de translație a cen- 
trului de masă şi mişcarea de rotație în jurul unci axe instantanee trecînd 
prin centrul de/masă, atunci se aplică teòremele de descompunere din capi- 
tolul 4: 


IL + E = Fm x B+ ho, (6.39) 
unde L = Tom X bem em X È și S = lo, (6.40) 
ee AIR Ve CN e pt 
Es = Et Ero = mt + > Dot, (6.41) 
1 f San A , E ` as i ` } 
unde. Ea =o Min și Broi = o? = z (6, În) -7 Sa; . (6.42) 


unde J, este momentul de inerție faţă de axa de rotaţie cenirală (care trece 
prin CM), iar Î, este matricea momentelor de inerție faţă de SCM. .Dacă des- 
compunerea s-ar face faţă de un punct (pol) diferit de CM, atunci în des- 
compunere ar apare termeni suplimentari „micști“, de „interferență“ între 
mișcarea de translație și mişcarea de rotaţie. 

Teoremele generale de la capitolul 4 devin : 


Teorema momentului cinetic : 


J =L+$ =M x Fe m x BSE Be (6.43) 
5 s 


L = Cem x Miem = Pom x EF, (6.44) 


3 = (hoy = he t oX S M =S xX B. (6.45) 


Teorema energiei cinetice : 


É, = Èn + Eroi = P = DEt, = Poen + ZF (6.46) 
A 1 - R 
Eu -4 mièn) = Pe = em (6.47) 
; 1 . == a aw Ia 
Epot E na) S? = Sa = Pre = SÊ = Mo. (6.48) 


Forţa rezultantă : 


= Maem (6.49) 


6.8. AXELE PRINCIPALE DE INERȚIE 


Se poate demonstra că rotind convenabil SC din figura 6.1, există o po- 
ziţie pentru care momentele centrifugale se anulează. Axele obţinute se nu.mese 
axe principale de inerție Ox,sass, iar momentele de inerție respective se numesc 
momente principale de inerție Is (J. A. Segner 1755, L. Euler 1758). Faţă 
de aceste axe (notate cu indicii 1, 2, 3) avem deci . 


d e zl aud e l 2 2 
Erot =z hoita ho? T 5 hog = 


2, cos? e, -H Ia cos? ga + Iz cos? 4)? = lož, (6.50) 


j= 


I = I, cos? a, -+ I, COS? ga 4- Ig COS? dg, (6.51) 


unde a, 2s:sînt unghiurile pe care le face axa de rotaţie e cu axele principale 
de inerție (fig. 6.4). Trecerea la noul SC înseamnă aducerea formei pătra- 
tice (6.17) (deci şi a matricei Î) la forma dia- 
gonală (6.50), adică la o stimă de pătrate. 
T Condiţia ca o axă, de exemplu, axa Oz, să 
fie principală este ca cele două momente cen- 
trifugale referitoare la acea axă să fie nule: 


Tag fex dm = 0, I, = (20 dm =0. 


Condiţia ca cele trei axe Ozyz ale unui SC 
ortogonal să fie principale este ca cele trei 


momente centrifugale de inerție să fie nule. 
Faţă de axele principale energia cinetică de rotaţie apare atunci ca o 
sumă a energiilor cinetice de rotaţie, în mod independent, în jurul fiecărei 


Fig, 6.4 


E; 
axe principale, cu viteza unghiulară corespunzătoare (componenta lui œ pe 
axa respectivă). 
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Momentul cinetic devine ELN $ ru 


> -> - S a > - 
Inot Shi + jho: + khos = ho t Los t Los (6.52) 
ca și cum rigidul s-ar roti în mod independent în jurul fiecărei axe cu viteza 
unghiulară respectivă. 
Dacă rigidul se rotește în jurul unei axe principale de inerție, de exemplu 
: 3 : ? 
Ozz, atunci momentul cinetic este paralel cu axa dè rotaţie: 


> 


J = hu, dacă o = os oi =o = 0. (6.53) 


În general insă, vectorul J nu este paralel cu axa de rotație o. 

Un corp pentru care I, = I, = J, se numește titirez (stirlează) sferic (ă), 
atunci momentu de inerție (6.51) este același pentru orice axă care trece 
prin centrul respectiv (deoarece costa, -+- cos? a, + E i 

À Zi S” Oa + COS" ga = 1) şi s 
devine : i ' : E al 


Ī = 1o, lo. Ur = h), (6.537) 


S 
adică J este'paralel ew © pentru orice axă de rotație care trece prin centrul 
respectiv. i 
"Cînd axa trece prin centrul de masă al corpului, ea se numește axă cen- 

trală de inerție, iar momentul față de aceaslă axă se numește moment central 
de inerție, 

O axă principală centrală este principală pentru toale punctele scle. 

Pentru corpuri omogene regulate momentele principale centrale de inerție 
se pot calcula ușor și se găsesc în tabele. 

Dacă un corp omogen posedă o axă de simelrie, ca va fi axă principală cen- 
trală de inerție (la sfera omogenă orice diametru este principal). 

În adevăr, dacă de exemplu, axa Oz este axă de simetrie, atunci pentru 
orice element de masă dm (x, y, 2) s2 va găsi un element identic aşezat sime- 
tric dm(—z, —y, 2) (fig. 6.5) şi în integralele I, = =f dm, I, = -fu dm 


termenii corespunzători se vor anula reciproc, 


dant z n 
H inspd v 6.9. TEOREMA LUI STEINER 


Pentru o axă centrală oarecare, mo- 
mentul de inerție se calculează cu for- 
mula (6.51), cunoscind momentele prin- 
cipale centrale, iar pentru o axă necen- 
trală („exterioară“) oarecare se aplică 
teorema lui Steiner (cunoscută de Huy- 
gens şi demonstrată de Euler în 1749): 
momentul de inerție. I faţă de oază oare- 
Tig. 65 care este egal cu momentul de inerție I, faţă 


120 


de o axă paralelă centrală plus produsul dintre masa corpului şi pălratul' dis- 


pey? 


ianței dinire axe: 
I = 4 mR (6.54) 


Teorema lui Steiner este analogă teoremelor de descompunere (6.39—42) 
față de CM: . 

Momentul de inerlie I faţă de o axă oarecare esle egal cu momentul de inerție 
orbital sau exlern al corpului presupus redus la un punct măterial în CM (mR) 
plus momentul de inerție propriu sau intern Ja 
fală de o axă centială, paralelă cu: aza dată. 

Pentru demonstraţie alegem Oz de-a lungul 
axei date, iar O'z’ de-a lungul axei paralele 
centrale (fig. 6.6, axele Oz și 0'z' sînt.perpen- 
diculare pe planul figurii). Atunci 


I aham = (a adm putu Pam 


za fe” -+ y dm + (e + jdm 4 


+ 2a e dm + 204 dm == [e + mhg, 


ultimele două integrale fiind nule deoarece O’ coincide cu CM, adică 


: 1 3 
Yom == 1 | x dm =0, Vem = | y dm= 0. 
i m m 


Mai general, matricea momentelor de inerție i faţă de un SC oarecare este 
egală cu matricea momentelor de inerție orbitale Îcm ale corpului presupus redus 
la un punct material în CM, plus matricea momentelor de inerție proprii fo faţă 
de un SC central paralel cu cel dal: 

îti E le, (6.55) 


'6.10.. MOMENTELE DE INERȚIE. 
EXEMPLE DE CALCUL 


a) Tijă subțire omogenă de masă m și lungime l (fig. 6.7): 


ap, O tau (CE E 
L= = \ fam, dm = dz, i 
=j 
ap 2 i 
m Sog p 
lL =l, i | z* dz = a mb, l =0 (6.56) 


Faţă de o axă la capătul barei (perpendiculară pe bară) găsi icin 
teorema lui Steiner : (perp I ragäsim, aplicatia 


9 


3 š Teri l 
L =], =— mË - 
2 2 TA F nf 


e ae 
) => m, (I; =0). (6.57) 
9 


Fig, 6.7. 
b) Pentru o. figură plană (Or, L pe planul figurii) : 
. : L == I -F D, i : i (6.53) 
deoarece (fig. 6.8): i 
FĂ =fr dm, J, =f dm, I =$ QÈ + dm = I + Iei 


: De exemplu, pentru o coroană circulară cm genă de masă m şi razele Ra 
(fig. 6.9) avem 1 =J, + J şi din motive de simetrie 1, = I, deci 


1 e ui 
D= all -|e -+ dm, (6.59) 
dm = o dS = c-27 rdr, (s — densitatea superficială), 
Ro. . Yi E a ră 
N Emir A 29 =r TG ina 34 1 2_ Pa i n 
a = | ro2zrdr = (Ii — RI) = = m( RA Rê). - (0.60) 
È à k $ cd $ i EE Hie 


Fig. 6.8 


In particular, pentru un inel subțire cmegen de masă m şi rază R rezultă 
(Ri = R, = R): 5 : 


1 
L=} E Is la = mè (6.61) 


și pentru un disc sublire omcgen de rază. R = Ra, Ri =0: 


feri oai 
h =li =h, I= mR, (6.62) 


c) Pătură sferică omogenă de masă m şi'raze: Rin: 


L= =h a Fh In) =- jo -H Ppa H y? —- adm 
o 
3 i ii R,” g Po 
=É Åp dV =Å p | Anr dr == p — (R — RÌ = 
3 3 o a 
R 
9 iu șI ma 
= 2 mR — ROME Di oo (6.63) 
9 


„+ În particular, pentru o pălură sferică sublire omogenă de masă m şi rază 

R =R =R: : 

Da o i 9 ` tii 
L =l, = Ís =z mR ; (6.64) 


zi nb an 3 


şi pentru :0;sferă plină omogenă (It:=.R, 
R, =0): 


9 


2 
L =, =l, smt. (6.65) 
5 


nt 


_d) Pălură cilindrică omogenă de masă 
m, raze: Ria 5i înălțime A (fig. 6.10): 


VENN R, 
Iz =È" dm = r2p2rr dreh = 


NAS NNAS 


R, 


1 2 à 
2rph . (Ri — R) = = mR- Rih 


(6.66) Fig.. 6.10 
i, a (L ER Iò a e 4 2 pat adm Š Ei (e dm + fe dm = 
O DARE S epar a 2J EP AE E 
dă "je y | i i i a i 
mia : + z m dz : af R RA : te); 667) 
—h/2 i ut 


În particular, pentru--o pălură cilindrică subțire de masă m, rază R= 
= R, = R, şi înălţime h rezultă : 


L= Lmg i 5 mhi, 1, = mI? (6.68) 


şi pentru un cilindru plin omogen de masă m, rază R şi înălțime h (R, =0, 
Ru: iR): i N pi Se N ici a n 


= mR: - < (6:69) 


6.11. ROTAȚIA ÎN JURUL AXEI FIXE. 
CONSERVAREA MOMENTULUI CINETIC 


6.11.1. ROTAŢIA ÎN JURUL AXEI FIXE 


În cazul unei axe fixe Oz avem o: = 0, (Or Soy = 0), 
Je = Ins sau Jy =o. (6.70) 
Ecuația momentului cinetic dă: 
KA z i d(e 
J =M >J, =M, sau < o) GM SM, (6.71) 
di 3 


unde M, = My este momenlul fortelor în raporl cu axa de rotație, adică 


a 
proiecția pe Oz (axa de rotație) a momentului rezultant M (calculat în raport 
cu un punct de pe axă). 


Aceasta este ecuația fundamentală pentru mișcarea de roluție, analogă: 


d(mv) 


m ~ = F, pentru mişcarea de translație. Dacă I = const, avem 
l 


ecuației 


d(Io) do i 
I Ie = My, (I =consi). 6.72 
s di e ( ) (6.72) 


Exemple, a) Pe un cilindru omogen de masă M și rază R este întășurat un Tin subțire, La 
capătul liber al firului este atirnat un corp de masă m, de care este legat în continuare prin- 
tr-un alt fir un alt corp de masă m, Se neglijează frecările. Să se afle acceleraţia corpurilor 
și Lensiunile din fire (fig. 6.11). 


PPR ES 1 
Rezolvare, TR = Ie, mg + Ti — Ti = ma mg T= ma, I= — MR. 
i te > 


Condiţia de nealiinecare a, firului pe cilindru: a = eh. 
Rezolvina sistemul, găsim 1 


9 „7 Mg T= mag F 
1 + M/2(n + m) 2 -+ MiM, + Ma) A 1 -p 2an, + m) /M 
b) Un cilindru omogen de rază R este adus în stare de rotaţie cu turapia ne în jurul axei 
sale și așezat în unghiul dicdru drept ca în figura 6.12. Cunoscind coeficienţii de frecare la lune- 
care ua, Să se afle cite ture efectuează cilindrul pînă la oprire, 
Rezolvare, Ni — mg + Lp = 0 NE, =0, le=- Wat FR cu condiţiile 
Fa = pa Fa = pN: Rezolvind sistemul, găsim t 


3 wl u) mgr 2 1 ma 
1 + pihe $ 2 
şi atunci 
N zni 1 ue TR A 
2s ul tr us) 29 


c} Momentul iorțelor de frecare dintr-un lagăr este proporţianal cu viteza unghiulară 

Mr o. Știind că sub acţiunea unui-.mement.motor (activ) A = 1,C0 kNm, rotorul cu mo- 

imentul de inerție 7 = 20,0 kgm, atinge 'Luraţiă Hmi WIDA) n = 1 200 rot/min, să se 
afle după cit timp rotorul atinge 90% din această turație și cîte rotații face în acest timp. 


l x 
Rezolvari, Je = M — M, sau 1% = M ko. Cind se atinge turapia limită, œ = U 
d 


sau M = M, = kws deci k = Mou 


1 I do i 
des T re apii 00 za pp N e A 


M — ko Mi — olo MI — olon 


Fig. GIL Fig. 6,12 


de unde. integrind cele două ecuații (cu w inițial nul) 


= ( + i o} N= Ho ( - 2 aj rot. 


6.11.2. CONSERVAREA MOMENTULUI CINETIC 


Dacă My =0,-din (6.71) rezultă conservarea momentului cinetice in 
raport cu axa de rotaţie: 

My = 8 = dp = Io = const. , (6.73) 

Conservarea momentului cinetic Jo se demonstrează uşer cu ajutorul 

scaunului (taburetului) lui Jukovski — o platformă orizontală rotativă pe 


rulmenţi. Un om avînd greutăţi în miini se rotește împreună cu platforma. 
Depărtînd lateral miinile, crește T și deci scade œ. Invers, apropiind miinile 
de corp, scade J şi crește o (fig. 6.13). 

Într-o altă experiență, un om, inițial în repaus, tine în mină o roată 
(Prandtl) cu axă vertieală (fig. 6.13). Punînd-o în mişcare de rotatie, plat- 
forma cu omul se va roti în sens invers, pentru că momentul cinetic total 
este nul. i i 


Dacă omul, iniţial în repaus, primeşte o roată în rotaţie cu axă verticală 
şi apoi întoarce axa ci cu 180, el se va roti în sens opus, și întorcînd roata 
înapoi cu 180%, el se va opri şi poate restitui roata, 

Ca ordin de mărime, momentul de inerție al unui om fată de axa sa lon- 
gitudinală (verticală) în pozitiile : drept — 1,2 kg-m?, ghemuit — 2,3 kgemê, 

i , pe un picior cu brațele depărtate 
și celălalt picior depărtat — 
8 kgm’. În jurul axei centrale 

sagitale (stând drept) — 17 kg-m?, 


Legile: mişcării de rotație ex- 
plică funcționarea volanţilor. Vo- 
lantul este 'o roată (disc) cu mo- 
ment de inerție mare, care posedă 
deci un moment cinetic mare şi 
o energic cinetică de rolalic mare. 
Volantul serveşte pentru unifor- 
i mizarea mișcării de rotație a ma- 

Tig. 6.13 șinilor. În-adevăr, la maşinile cu 

; explozie forțele dezvoltate nu 
sînt constante și nu efectuează uniform lucru mecanic, de aceea mișcarea 
pistonului n-ar da o mișcare de rotaţie uniformă. Fixînd pe arborele motor 
un volant, acesta joacă rolul unui „rezervor“ de energie cinetică care com- 
pensează variațiile lucrului mecanic produs de motor, astfel încît variațiile 
turaţiei vor fi mici (fiind invers proporționale cu momentul de inerție al 
volantului). Rolul volantului poate fi îndeplinit şi de rotoarele turbinelor 
sau ale motoarelor electrice. 


6.11.3. ANALOGIA DINTRE TRANSLAȚIE ȘI ROTAȚIE 


Între mișcarea de iranata şi mişcarea de rotație există o analogie ilus- 
trată de tabelul de mai jos. ; 


Mişcarea de transtație Mişcarea de rotaţie 


s, [m] E p 1 0, [rad] 
v=s [m/s] o= 5, [tads] 
D, [m/s] E w, [rad /s) 


«sas [m/s] gi =o 9, [rad/s2] 
E de [msi ri ! m Dao fradi] 
m, Îkg) 1, [kgni] 
Fă > 

> [N] x că A M, [Nem] 
CĂ INI s : Mis [N m) 
:p = = nd, [kg cu size J= e ien [9 5) 


di DERAT E lit al 


si i B us Au = dei pita lite dpi AD aibă a 


ar Foar [ay l : -aw = Niba, [1] 
P = Fo, [N] : i i P= Mo [N] 


6.12. PENDULUL DE TORSIUNE 


Un fir (sau bară) elastic, verlieal, răsucit eu ajutorul unui cuplu de forțe 
şi lăsat liber va efectua oscilaţii de lorsiune (fig, 6.14). Pentru unghiuri mici 
de răsucire momentul fortelor elastice Meste proporţional cu unghiul de 


răsucire 0 (în radiani): 
M = 00, | (6.74) 
unde C este constanla de lorsiune a 
firului, avînd dimensiunile : 
[C] = [AT] = LENT = 
(6.73) 
= Nem sau N-m/rad în SI. 


Relatia (6.74) este analcgul unghiular 
al “cazului liniar Z Semnul 
minus din (6,74) arată că momentul 
elastic M dezvolta de firul răsucit 
este opus creșterii unghiului de răsu- 
cire 0. Ecualia (6.72) dă 

Ie =M = —C0, 10 ++ C0 =0, e M.=-C0 

; ' (5.76) 0 0 i. Pig GU 


ü „Eo = 0 sau 
T 


adică cunoscuta ecuație a oscilatorului armonic, de unde perioada oscilaţiilor 
de torsiune (a tut se contunda Ô == viteza unghiulară cu c.de mai sus = frec- 
venta unghiulară a oscilaţiilor) : 


Ga Aa T E ip i [z Rpa 
>= s T=2r || _,lanaleg Ii T=2m 6.77 
E E -4 | i z) (n 


Pendulu] de torsiune este folosit, de exemplu, la, determinarea. experi- 
ală a momentelor de inerție, a. constantei gravilalionale universale ele, 


i NR i "6.13. 'PENDULUL FIZIC 


Un corp rigid: care ipoale oscila în jurul unci 
suspensie, sub acliunea greulății sale, constituie un pendul fizie (lig. 6.15). 
Se neglijează forţele de 'firecare.: Ecuația (6.72) dă (R, =~ distanţa centrului 
de greulate G pînă la axa de suspensie 0): | - 

16 = M = — mg 5 sin 0, ` (6.78) 
i (0< 1 rad 


(momentul M este de semn opus unghiului 0). Pentru unghiuri mii 
san b 67), sin 0% 0 în rad ṣi (6. 78). devine: i 


j + mgReg ia ie a an (6.79) 
de unde perioada oscilaţiilor mici : | 
I í 
T = 27| = pa (6.80) 
mg Ri Seer IAE 


unde I este momentul de:inerţie faţă de axa de suspensie: O, iar l, — lungimea 
redusă a pendulului fizic, adică lungimea unui pendul simplu (matematic) 
sincron cu cel fizic.. ad ! KR -i 


Legea. izoeronismului: micilor oscila 
'Oscilaţiile mici sînt izocrone, adică perioud 
depinde de ampliludinea unghiulară. 
Conform teoremei. lui Steiner, 


I = Iot mhg, (6.81) 
de aceea x j B E 
Io + mR OI i 
ETE e Ry E iR R > Ro 
mRy, mR, 

RRi = Iom. i (6.82) 
Dacă schimbăm, axa de suspensie. din .0. în 0! 
(fig. 6.15), perioada nu se schimbă (0' se nu- 
meşte centrul de oscilație) : 


E mR an / F FR aT 
gmRo g : 


lur nu 


+ (6.83) 


Pendulul: reversibil (M. R. Prony 1792, H. Kater 1817) este tun pendul 
pentru care stabilim experimental poziţia axelor O, O' astfel ca perioadele 
să tie egale. Atunci distanţa dintre aceste axe va fi lungimea redusă l, și cu 
(6.80) putem calcula pe g =4r°l,/T°, (ly = 00"). 


+..:6.14.. AXELE LIBERE (SPONTANE) ȘI AXELE | -.. 
PERMANENTE DE ROTAȚIE ui 


“Baa. AXELE LIBERE 


Teoria âtată Și' experienţa contirmmă că atunci cînd ui corp este dBligat 
să se rotească în jurul unei axe fize diferite de'o axă principală” centrală de 
inerție, corpul reacţionează asupra axei și lagărelor cu forțe de reacțiune 
care depind în general de. pătratuļ vitezei unghiulare œ și de acceleraţia 
unghiulară e = w, putind deforma sau chiar rupe axul la turaţii mari. Astfel, 
un dise fixat excentric sau înclinat îndoaie: axul-și apasă asupra. lagărelor 
(Èg: 6.16) ii cu ingt pa Sg SERAS e 

“În adevăr, forţa rezultantă, conform lui: (5.26).(polul -peiaxa de. rotație): 


= -> sciighi a e a o’ o e i 
F = Mem = M5.X Tom tr Mo X (0 X rom) (6.84) 
: i i 


M se află pe axa de, rola 


ir lä, adică, 


va fi nulă dacă axa esti ie, căci 


[mi al á SIEU NE AIR i 
atunci rem | œ | e; altfel forja. ya, depinde de, pătratul vitezei unghiulare, o 
şi de neunilormitatea râlaţici (de © =0). a 

EENEN SS EN 
Alegind ca mai înainte axa Os de-a lungul axei de rotație w, expre- 
sia (6.84) devine analitic: 


Yem) (6.85) 
0); Torța se anulează. 


H = 3 e TS 
F = mMi(— Ehem — Otem) -F Mj(Etom — e 


şi dacă CM este pe axa, de rotaţie (zi = Uau 3 


Fig., 6.16 


La fel, momentul rezultant, contor m. lui (6.38): 


r ES cg o e Di fa S > j x 
M =J =le +o x J =le +o x (lo) (6.86) 


z 
va fi paralel cu axa de. rotație dacă aceasta: este principală, căci atunci œ X 
—_ o m| PRA - = : z dt 
x J =0 (J || œ) şi e se reduce la Je, paralel cu o ; altfel, axa va fi supusă 
la un; moment M ù care îndoaie axa. i 
Analitic, ecuația (6.86) devine : 


AI iese — Ipo?) HIU ye d Leo?) + Kees, (6.57 


şi dacă Oz.este axă principală (atunci Is: = Iy: = 0); atunci componentele 
transversale ale momentului se anulează (M, = My =0) ṣi M va fi Is, 
parale! ci axa de rotaţie (cu o). pi | < 
De accea, pentru ca, axa de rotație să nu fie supusă la, eforturi, trebuje 
ca fortele de inerție centrifuge cu care corpul reacționează asupra axei să 
se echilibreze reciproc (să dea rezultantă nulă și moment rezultant paralel 
cu axa), ceea ce reprezintă tocmai condiţia ca «va de rotație să fie axă prin- 
cipală centrală de inerție (fapt remarcat încă de Euler). Pentru aceasta pie- 
sele în rotaţie (volanţii, roţile, turbinele) trebuie bine: centrate și echilibrate. 
Dacă în experienţele din figura;6;16; axa de rotaţie a corpului este. o axă 
principală. centrală de inerție, atunci lagărul superior. poate fi îndepărtat şi 
corpul se va roti liber în jurul axei sale verticale (ca un titirez). În acest caz, 
forțele din lagărul inferior dau M =0 și. deci J = o păstrează direcţie 
neschimbată. SA să RE d a | 
Dacă unui rigid nesupus la nici o forță exicrioară i se imprimă o 7olaţie 
în jurul unei axe principale centrale de inerție, el va conlinua la nesfirsil să se 
rotească uniform în jurul acestei axe (analogul unghiular al legii inerției privind 
translația CM, § 4.5). i 
În adevăr, dacă de exemplu, o. = Osy Ors = 0, atunci 


3 = Ie, s (o) = ÎI = 0 = hw = const, (6.88) 
„d E 


de unde 

, Èe ns 
o = const. a | 
Asele principale centrale de inerție se mai numesc de aceea și axe libere (spon- 
tano de'rotaţie;.. si ii PER - 


6.14.2. STABILITATEA ROTAȚŢIEI 


Rotaţia este stabilă în jurul axei libere de moment de inerție exiremal 
(maxim sau minim) și este instabilă în jurul axei libere de moment de inerție 
intermediar. Asllel, dacă rotim printr-un fir o bară uşoară suspendată 
(fig. 6.17), forţele centrifuge F,, vor stabili pină la urmă o rotaţie stabilă 
în jurul axei transversale. Tot astfel se întîmplă cu un disc (sau inel) de car- 
ton sau cu un lănțișor ușor (cu capetele legale între ele). Dacă încercăm să 
perturbăm mișcarea, corpul revine la rotația sa stabilă. 

Experienţe şi mai simple se fac cu o farfurioară sau cu o monedă, Ele 
se pot roti liber şi stabil pe o masă în jurul unui diametru vertital, Dacă 
însă [arlurioara este ovală sau moneda. teşită la forma ovală, putem să le 
imprimăm o rotație liberă stabilă în jurul diametrului lung, dar nu în jurul 
celui scurt, deşi momentul de inerție 'în jurul diametrului scurt esle mai 
mare decit: în jurul celui lung (dar mai mic decit în jurul axei perpendiculare 


Fig. CIT: 


pe planul discului). Farturioara ovală sau! imonedă ovală în “cel: mai bun caz 
se va ridica şi se va roti în jurul diametrului lung, 


În sfîrşit, putem ăruica în aer o cutie paralelipipedică (de ţigări, de chi- 
brituri etc.) imprimindu-i o rotație liberă stabilă în jurul unei axe perpen- 
diculare pe faţa de arie maximă sau minimă, nu însă de arie intermediară 
(momentul de inerție respectiv va li maxim, minim sau intermediar). 


6.14.3. LEGEA INERȚIEI 


> - 
Dacă un rig'd este izolat (F =0, M = 0), atunci momentul său. cinetic 


= 
J și energia sa cinetică E, se conservă. Cum în acest caz CM se mișcă recti- 


liniu uniform (F = 0), rezultă că. momentul cinetic orbital se conservă : 


> = 


5 f | 
L = Poem X Mem = const și energia cinelică_de translație se, conservă: 


e E, i i, e e 


1 dl PAEA NE si 
liu a = const. Atunci şi momenlul cinetic propriu 2 se conservă, 


deoarece T = 
Toa 
= So, i Be = Eu + Eor 


-+ S, şi energia cinelică proprie de rotație se conservă Eoi = 


Din co servarea lui Ri nu rezullă în 2 general conservarea vectorului Wi deoa- 


rece 5 nu “este în general, paralel cu o. 


Conservarea rolaţiei- uniforme are toldeauna loc pentru litirezul sfc- 
rie (6.53): © 


L=} ==], 8 = Io = const E = const, (6.89) 


precum și în cazurile (5. 53, 6.88); În general însă; vectorul: i se schimbă 


faţă de sia const, dar astfel încît 


1 a ; 
roi = So = const, (S = const), o > (6,90) 


Dacă un rigid éste izolat, atunci centrul ‘său de masă (CM) este în' repaus 
sau în mişcare rectilinie uniformă, și în același timp rigidul se poale roli la 
nesfirșil uniform în jurul unei axe principale centrale de inerție. 


6.144. AXE PERMANENTE 


În stirşit, se poate arăta că, dacă unui corp mobil în jurul unui: punct 
fix şi supus la forte externe lrecind prin acel punct, i se imprimă , o mişcare 
de rotaţie îii jurul inci axe principale de inerţic trecînd prin acel punct fix, 
el va continua să se rotească uniform în jurul acestei axe. De aceea axele 
principale de inerție se mai numesc și axe permanente de rotatie.. După cum 
am văzut, axele permanente de rotaţie trecînd prin centrul de masă se numese 
axe libere, de rotație. : i 


6.15. GIROSCOPUL 


Giroscopul este un corp care efectuează o mișcare de rotafie (cu turație mare) 
în jurul unei axe de simelrie libere (principale centrale), de moment de inerție 
marim. El tinde să păstreze neschimbată în spaţiu direcţia axei sale de rotație 
şi este cu atît mai stabil cu cît viteza unghiulară este mai mare și cu cit mot 
mentul de inerție. faţă de axa de rotaţie este mai mare. Giroscopul a fost 
inventat de Foucault în 1852 (eu scopul de a dovedi rotăţia Pămîntului). 


6.15.1. TEORIA ELEMENTARĂ 


Giroscopul în suspensie cardanică își păstrează axa neschimbată în spaţiu 
oricum am roti suportul (fig. 6.18). În adevăr, nefiind supus la nici un moment 
al fortelor exterioare, datorită suspensiei cardanice, momental cinetic al giro- 
scopului se, conservă ; 


— 


S lo 


const — a= const. : sone oz (6.91) 


Fig. 6.19 


> 
Dacă aplicăm giroscopului. un. moment M. perpendicular pe axa sa de 
rotalie, el se va roţi în jurul celei, de-a treia axe (fig, 6.19). . 
În adevăr (considerăm CM în repaus în originea SL, atunci SCM coincide 
cu SL): 


a 
dJ 
dé 
$: . A x E y 
și considerind că J rămine practic egal cu: To rezultă că axa de rotaţie w Gni- 


tial paralelă cu 0; 
aici rezultă regula : 


` Giroscopul tinde să așeze axa sa de rotație, o paralel cu aaa rolalici for- 


fate (impuse) M. i 
Notiud cu Q viteza unghiulară în jurul axei Oz, avem! (considerind că 


Q < o, astfel ca Jx Io): 
dp = Q di, AJ = J az = QJ d, dJ = x Jdi 


Aa 


=M, AJ -= Mat (6.92) 


se vă, roti în jurul lui A momentul M fiind după 0y. De 


T OxI = M,d de unde] M = Q x T = 0 x ol. (6. 3) 


Invers, dacă axa Siroscopului o (iniţial paralelă cu a Oà) este:rotită în jurat 


axei Oz cu viteza Ñ, ca va 
giroscopice) cu momentul 


— — > 
-M =Ma xol, (6.94) 
antiparalel axei Oy (efect giroscopic). îi 


tercita asupra lagărelor Forțe de reacțiune (forțe 


6.15.2. TITIREZUL 


Fie un giroscop cu punct de sprijin tix, în cîmpul gravitațional terestru 
(titirezul sau sfirleaza) (lig. 6.20). M Momeni cuplului format de forfa de greu- 


tate mg. și reacţiunea normală N mg, anume M = mgl sin &, este tot 


timpul perpendicular pe planul ( (o, D, 
de aceea şi capătul vectorului J = Ia 
se deplasează în acelaşi sens cu M, deci 
axa de rotaţie pi deseric un con cu 
axă verticală : 
“dar = åJ = Q x Jai, jJ f> 
= QJ sin e = M = mgl sin a, 

mgl 
Fo 


Titirezul efectuează: o` mişcaré de pre- 


Q = 


; (6.95) 


e E 
cesie' ("în jurul vertiealei, în același Fig. 6.20 
— 


sens cu rotația proprie o. 


A VA 1o 6.15.3; APLICAŢII 


Giroscopul are mai multe aplicații tehnice. Proprietatea giroscopului de 
aşi păstra fixă direcția axei sale este folosită pentru: stabilizarea direcției 
de zbor a torpilelor sau rachetelor : un giroscop în suspensie cardanică actio- 
nează asupra dispozitivului 'de direcție al torpilei (sau rachetei). ' : 

De asemenea, datorită unor ghinturi în ţeava tunului; proiectilele capătă 
o rotaţie proprie rapidă care le stabilizează. direcția axei. În navigația mari- 
timă şi aeriană se foloseşte busola giroscopică (compas giroscopic) în care axa 
giroscopului arată mereu direcția Sud-Nord. 

Giroscoape mari sint folosite pentru atenuarea balansului vapoarelor 
datorită valurilor, (stabilizatoare, giroscopice).: A : 

Efectele giroscopice pot fi şi dăunătoare, Astľel, la virajul vapoarelor 
său avioânelor, axa longitudinală a turbinelor va exercita presiuni asupra 
lagărelor, producînd oscilaţii sau chiar distrugerea rul'menţilor. 


poe e BERCA e ES —— i —X Soare 


Fig. 6.21 


Pământul, datorită rotației sale diurne, reprezintă un Îmens giroscop, cu 
axa înclinată cu 23°30" faţă de planul eciipticei, Datorită nesiericităţii Pă- 
mintului rezultanta forţelor de atracţie solară nu trece prin centrul Pămîn- 
tului, ci dă un moment ca în figura 6:21, care face ca axa Pămintului să 
execute o mişcare de precesie,. descriind un con, cu o perioadă de œ 25 800 
ani. Datorită influenţei Lunii, polul ceresc descrie de-a lungul circumferinței 
de precesie o curbă asemănătoare sinusoidei.. Această mişcare se numește 
nutalit, şi are o perioadă de 2 19 ani. i l l 


‘6.16. MIȘCAREA PLAN-PARALELĂ 


6.16.1. MIȘCAREA ÎN SPAȚIU 


În cazul mişcării rigidului în spaţiu aplicăm ecuaţiile (6.49) pentru miş- 
carea de translație în SL: 


= 


ai na e ea A Ra, E E a 
E = Miom =M ME X Pem H mo X (W X Fem). (6.96) 


și ecuaļia (6.45) îi, = ne to x S în SCM. Această din urmă ecuaţie se 
poale serie pe. componente faţă de-un SC. ad ini ew originea în CM, dar cu 
vectorii œ și z caiculaţi în SL sau SCM: Sai o riza g m 


W = 5 xT, srst kda, i (6.97) 


unde Î” este matricea momentelor de iner ție Bale riğidului [aţă de un SC propriu 


cu originea în CM al rigidului (I = const), v şi z= o sînt viteza şi ‘accelerația 


unghiulare ale rigidului faţă de SI. sau SCM și, FA „este momentul rezultant 
al forțelor față de CM. 


6.16.2. AXA DE ROTAŢIE FIXĂ 


În cazul mişcării plan-paralele axa de rotație este perpendiculară pe 
planul mișcării. Să considerăm mai întîi ava de rotație fixă şi să alegem ca de 
obicei axa Oz paralelă cu (perpendiculară pe:planul mișcării), Este comod 
să scriem ecuaţiile vectoriale pe componente faţă de un SC propriucu originea 0' 
în CM. Alegem axa O'z’ paralelă cu Oz, iar axa 0'x'-asttel ca să treacă prin O 


(fig. 6.22), 00" = Rem. Atunci Ze și nu au, decit componente pe Oz(0'2): 


2 = Oz = 0,82 = e = e, (6.98). 


Ecuația mișcării de translație a CM (6.96) devine: 
Fem x Ren — mo Rem = MRenl— 0, £, 0), 
` i (6.99) 
P = memo F A isp =. 
i 


Ecuația mişcării de rotaţie (6.97) devine: 


W = bir x (a) = Uge — lpo, Tes ao? Dac). (6.100) 


[Planul mistà} 


' b 
Fig. 6.22 
Acest moment conţine o parte E ii cu Ti: 
T, = Ido, e, 0), Mi SP F, „ (6.101) 


restul fiind perpendicular pe F: 


To g y EA + 
M = (azt, Iaz”, Iza). 
Prin urmare, sistemu! de forțe aplicate rigidului se reduce la rezultanta 
F (6. Y9) aplicată în CM plus cuplul M (6.100) sau la rezultanta F de-a tungul 
axei centrale, aplicată de exemplu în centrul de oscilație definit prin coordo- 
natele : Y A a 
Tis = iam Roma 0, — Kal mRem) (6.102) 
plus cuplul longitudinal (6. 101). | i 
Dacă li pi 0: for fele se. reduc. numai la rezultanta E (6. 99), aplicată 
în centrul- de, oscilație {6 102) situat la distanța . : 


Rem T da |n Rem = Isa] mea (6.103) 


faţă de axa Oz („lungimea redusă“ J. 


Pe direcţia axei de rotaţie: ecuaţia. (6.100): dë. 
Miz = Tas: , > (6.104) 


adică, momentul rezultant în raport cu axa centrală de rotație, M}; este egal 
cu momentul de inerție în raport cu acenstă axă, Iz, înmulțit cu acceleraţia 
unghiulară e. : N 


6.16.3. MIȘCAREA PLAN-PARALELĂ 


e 
Mişcarea se descompune în mișcarea de translatie : F = Mäom şi mișcarea 
de rotație în jurul unei axe centrale (care trece prin CM), perpendiculare pe 
planul mișcării : (6.100), care dă în particular ecuaţia (6.104) (alegem planul 
mișcării trecînd prin CM). La aceste ecuaţii se adaugă de obicei condiții 
suplimentare, fie restricții pentru mișcare, de exemplu condiția: de nealu- 
necare la rostogoliri, fie condiţii pentru forţele de frecare la lunecare. 
Observăm că ecuaţia rotației (6.104) se poate serie şi față de acel punct Pa 
din planul mișcării a cărui accelerație de este zero (centrul acceleratiilor wW) 
sau este îndreptată spre CM (trece prin CM): : | 


M, = Isac. (8. 10%) 


În adevăr, trebuicJinde as condiţia Gh = DC Ca): OES a 


Miz Mia iz Ge x Ea = Ize = 


— “me = 
Ri x P= mR dar F = mica = =m $ zx R -p R), 
de unde rezultă condiția * 


R x FĂ =d: 


Exprimîndu-l pe 4 (prin dem), rezultă că „pun: tul Po trebuie să fic pe 
normala din CM la tem (sau la F = Mem) : 
— Ro =) X lem Ra = Sdem astèl ca ttemţ= eR- 


de unde e 


46.105) 


Cazul practic imporiant este acela cînd aka V'2' este centrala principală, 

atunci ecuatia (6,100) se reduce doar la (6. 104) (iz = dlge = 0) sau respectiv 
ła (6.10f). Așa se întîmplă, de exemplu, în cazul rostogolirii corpurilor ro- 
tunde omogene în jurul unei axe principale centrale. 

Deoarece centrul vitezelor C are totdeauna acceleraţia perpeiiicuilară 
pe tangenta comună a centroidelor, atunci dacă:CM se'atlă pe normala: în' C la 
această tangentă comună, ca în: cazul obișnuit al`rostogolirii: corpurilor” omo- 
gene rotunde (cilindri sau sfere), putem serie ecuaţia (6. 104”) față de cenirut 
vitezelor C (acesta coincide cu “punctul de contact, in cazul nealunecării 
dem = E Ro cte.). : : ` i 


-“Ekempte, a) Peste un seripcte de masă 'm, moment de inerjie I şi rază R sint întăşu- 
Tate simetrie în sensuri opuse două fire, unul fiind fir de suspensie, iar celălalt avid atirnat la- 
capăt un corp de masă M ca in figura 6.23. Să se afle accelerația- M i 
CM a scripetelui şi tensiunile cin fire. . 

Rezolvare. Mg — T, = Ma',a' = 2hRe, mg + T, — T,= ma, 
a= eR, Ve mgR+ T 2R, unde Y= 1 + mR? 

Corpul M nu poate avea o acceleraţie a'> g. Calculim Te 


4M td 
É Mo, QjmR! — 1) unde Ce = 1 d ia + 
(A m mR? 


Dacă T, > 0, adică I> mR(a < g)Eobţinenii 


N PAD a E d AER 1. 
a EE; n n ; ( + li 
m a CL ln M 


vacii iT < mR, trebuie pus 4 Ti i0. (am 9) şi atunci ecuaţiile sint 


mg — Ti = ma, Fe = pd ada a= en ` 


de undo, a 


AA va 7 E pica: 
VĂ „7 moi (T: 0). . Fig. 6.23 


b) Pe « o i că orizontală se ana un “mosor de aya de masă m, raze r, R. i de inerție T 
și coeficient de frecare la Junecaro, p- De capătul firului sc trage:cu o forţă F care face. 
unghiul æ cu orizontala (fig. 6.24), Să'se calculeze accelerația CM. 


Ec 
Rezolvare, Mosorul se poate. rostogoli într-un sens sau altul după cum suportul forței 
trece de o parte sau de alta a punctului de contact C. 


Pcosa — F,= ma; Fsing + N— mg =0; FR — Fr = le. 


f F 


z- Fig. 6.24, 


În cazul rostogolirii fără lunecare, ian eR, şi obținem : 


nF cos a — 7 P =F z cosu + mR 
m LIma 7 14 mR 


Goudiţia de nealunecare este evident Fy < sali Să = (mg =F aoma Mosorul se va roslogoli 
spre noi (a > 0) dacă cosa > r/R. . n AES f i 


În cazul lunecării Fy = pN (şi az eR) şi ecuaţiile sint... G e 
Feosa — pN = ma, F'sina + N — ing” 
de unde - 
R ,=mg p i 


a = —(cosa + using) — uf 
m x 


e = Ch img — F sing) — Erf. 


| Pentru p —0 mosorul lunecă spre noi (a > 0), rotindu-se 
în sens invers (înapoi) (e < 0). 


„.€) O tijă omogenă Jde lungime l și masă m este prinsă 
“la un capăt printr-o articulaţie de o axă verticală, într-o 
poziţie înclinată de unghi œ, celălalt capăt al-tijei fiind legat 
printr-un fir orizontal de axă (fig. 6.25). Să se calculeze forța 


Rezolvare. Putem aplica formulele stabilite pentru rotația 
Fig. 6.25 în jurul axei fixe, dir unooti se aplică direct ecuațiile : 


P= fe dm = mica și A = si = fe P xram: (6. 100) 


Si aplicăm ultima ecuaţie faţă: de articulaţie (articulaţia ideală nu dă moment) : 


l 


l $ m wka 
mg „—sin a + Ticos a = |reosc-rsina-a?— dr = -— sin a cos g mw, 
2 l 


«le unde 
mf 2 -o 
T= H Wl sin a — gts a} i 
213 
Deparece trebuie ca T > O (altiei tija se apropie es ară), poziţia din figură este posibilă 
3 g 1 Fe 
pentru a> — — = ow 
2 Ll cosa 


Iieuaţia F= Maem dă (fig. 6.25) pe componente: 


Rhe- T=- m--sin aos, R,— mg = 0, 
2 
de unde 
mf l 
R, = -4h35 otsin a ataa), R, = mg. 


-3 A 
Pentru o = oo Rz devine: N, = — — mgtua 


Studiaţi cazul o < oy : 


de reacțiune R din articulație și tensiunea din fir, cind tija se 
roteşte cu viteza unghiulară œ = constin jurul axei verticale, - 


Observa[ie. Rezultanta forţelor aplicate F ati dm = RU esa şi momentul forţelor aplicate 
A 


Sri — 
M= (7 Xa dm pot Ti reduse numai la rezultanta F dar aplicată în cenirel de oscilație O” situat. 


2 X 
la „distanța Re = —-1 de Ia articulaţie. În adevăr, 
3 


La l f 
„ F-Re cos a == Îl sau m — sin a'o? -Reo COS 4 = — sin acas anl? 
2 3 


2 
de unde Ru = E l 


d) Un punct O al unei plăci plane, care se mişcă în planul său aşezat orizontal, este la un 
moment dat fixat. Înainte de fixare viteza punctului O era ve Și viteza unghiulară op. Să se 
afle viteza unghiulară a plăcii imediat după fixarea punctului O, cunoscind raza de grație Re 


a plăcii faţă de CM, distanţa R, dintre O și CM, şi unghiul a dintre 2, și 0- CM (lig. 6.26), 
Rezolvare. Aplicăm ecuațiile (4.40): 


T = mA și E = AS (faţă de CM). (6.107) 
unde în cazul nostru al ciocnirilor ; 


- > 5 = 
K =r x He. (6.108) 
S 


Înainte de fixare luăm pe O drept pols 


Sa A ln cot NS 
Dem = Vo + O X Ro 


şi“ după fixare: 
aa e >; Sp" 
Von =O X Ro 
Cele două ecuaţii dau t 
= -> -> - -> = 
H = MAn = M(0 — 00) X Ito — No 


E R, x E = do = Mo — 0). 


Faţă de SC ales, avem pe componente: 
"H, = — mp cos a Hy = mh(0 = 60) — Mo Sin a 


E, = — HR = Ido — o) = mR) 


Fig. 6.26 i Fig. 6.27 


de unde rezultă t 


DERA DR sing , [H, = — m sina 
Rit R 


1+ Bo ) 
e) Două roți dințate de raze Rs, momente de inerție Le și turaţii n, avind axele da 


rotaţie paralele, sint la un moment dat cuplate, ca în figura 6.27. Să se calculeze turaţiile după 
cuplare și cantitatea de căldură degajată. 


Rezolvare, Aplicăm ecuaţia R= AJ, in cazul nostru R= IAD, separat pentru fiecare 
roată (considerăm n, œ pozitive în sens trigonometric) : 


HR = hlo — au), — HR, = Ilog — ce) 


și condiția de cuplare: 


$ oR = — Re 
de unde rezultă s POr 
— R, 
n = — RA, n = RA, unde A = ele — ne, 
LR + Ri 
1 1 1 P. 1 , 

R loi 4 Lo? Lo - L = 

2 2° 2 pii 

LI: 


MAM (R + R) 
LIE + LR (oR eRe) 


PROBLEME 


6.1. Să se demonstreze formulele de mal jos pentru momentele de inerție faţă de. un SC 
central cu axa Oz = Ox, și cu axele Oxy rotite cu unghiul œ față de axele principale centrale 
Oxx, (lig. 6.28): 


Fig. 6.28 


Iss = Lcos a + Isin? g, Ip = Ii sin? + Icos o, I = a; 
, 3 
Ly = (h — Isingcosæ, Iy = 0, L= 0. ` (6.109) 


6.2. O placă subţire omogenă dreptunghiulară se roteşte în jurul unei laturi ale sale așe- 
zate vertical. Fiecare element de suprafață „al plăcii întimpină din partea acrului o forță de 
rezistenţă proporţională cu aria clementului și cu pătratul vitezei sale..Cunoscind turația inițiată 
n = 10,0 rot/s a plăcii și timpul t = 1,00 s după care această turație se reduce la jumatate 
să sc calculeze numărul de ture efectuate de placă în timpul acesta t. 


nt o 


R N lu 


= m7% in 2 = 6,9 rot. 
alo — i Le) 


-a -oe 


n 


6.3. O tijă subțire omogonă de lungime l și masă m se roteşte într-un pian orizontal în 
jurul unui capăt fix (lig. 6.29). Si se afle rezultanta Fa forţelor aplicate tijei, în momentul cind 
viteza unghiulară a tijei este o şi Pego unghiulară e. B 


1 
n. F, mel, Fa = 
2 


mo F= Lms w te 


2 š 
aplicată în centrul de oscilație situat la distana e l de capăt. 


6.4. O tijă subțire omogenă se poate roti liber într-un plan vertical in jurul unei articulații 
care împarte tija în segmente de lungime a, b. Tija este rotită uniform cu viteza unghiulară o 


Fig. 6.29 a © Tig 6,80 


ån jurul unei axe verticalo trocind prin articulație (fig. 6.30), Si so calculeze unghiul cu care 
deviază tija do la poziţia verticală. 
3 a- b 
R cosu = — M e 
. 2 o a — ab -+ b? 

6.5. Un disc subţire omogen do rază R şi masă m se rotește unilorm cu viteza unghiulară co 
3 jurul unei axe verticale centrale care face unghiul a cu normala la disc, Să so calenleze mo- 
mentul cuplului rezultant al forțelor oxercitate de axă asupra discului, i 


=> m > >> i i 
R M=—oR cosyn X n — versorul normalei la dise. 


6.6. Un om de masă m se află pe un dise orizontal care se poate roti liber in jurul axei 
„sale verticale fixe, avind momentul de inerție 1. Iniţial sistemul este în repaus, apoi omul. incepe 
să meargă pe disc-cu viteza constantă u față de disc pe.o circumferință de rază R. Să se alles 
a) turația na discului ; b) deplasarea ungruiuiară 0, a omului faţă: de paraihe la:o tură com- 


pletă po disc; e) forţa F oxereitata de ow asupra discului. 


u 1 war 


R. a) n ; b) ù= ie) componenta verticală pi, = — mg, 
2R 14 mR? 1- mR?/I A 
2y i 
„ar cea ratia) F, = ui IERI se a 


RU ne Hp 4 


6.7, O.tijă subţire omogenă de lungime ? se poate roti liber în spațiu în jurul unui capăt 
al său fixat intr-o articulaţie. Se aduce tija în poziţie orizontală și i se imprimă o viteză unghiu- 
lară iniţială ce în planul orizontal, Să se afle unghiul minim pe care-l face tija cu verticala în 
timpul mișcării 


R. cos = VOI — b, unde b = lo93/6g. 


6.8. O tiji subțire omogenă şi uniformă, sub formă de arc de cerc (de rază R), este sus- 
pendată la mijloc pe un cui bătut în perete. Să se afle perioada micilor oscilații în planul vertical 
paralel cu peretele, i E 


E (independent de Jungimea arcului de cerc). 


6.9. O bară subţire omogenă și unifcimă de lungime ? este suspendată la distanța x de 
centrul barei peun cui bătut în perete, Care este perioada minimă a micilor oscilaţii în planul 
vertical paralel cu peretele ? 


/ L pentru £p= L (raza de inerție). 
gy3 Vă 


6.10, Să se arate că perioada oscilaţiilor unui pendul fizic nu se schimbă dacă în centrul 
de oscilație, se adaugă o masă punctiformă arbitrară, Să se afle la ce distanţă Rm de CM al pen- 
dulutuii de masă m și moment de inerție central Jo trebuie să treacă axa de rotaţie pentru ca 
perioadi oscilaţiilor mici să fie minimă, 


R. Ra = Vim — raza de giraţic faţă de axa centrală “paralelă “cu'axa de Yotaţie. 


6.11, Peste un ipete de masă m, moment de “inerție i și vază R este infăşurat un fir. 
Un capăt al tirului este prins de tavan, iar celălalt are'atirnat in corp de masă AL, Să se alle 
accelerația cu care coboară serigetele şi tensiunile din fire, 


` E Rè e x at i 
no a= PE, r = Ag + 
i + mR? I+ mR 


p T,= Mg 


6.12, Peste un scripete ideal, care se roteşte în jurul axcisale-orizontale fixe, este trecut 
un fir. De un capăt al firului este legat un corp de masă mi, iar celălalt capăt este înfășurat 
pe un alt scripete de aceeași masă m, de rază K şi de moment de inerție Z. a) Să se calculeze 
accelerația acestui din ur:nă ss zripete și tensiunea din fir. h) Cit devine această accelerație dacă 
corpul m de la celălait capăt al tirului se dezlcagi şi în. locul său se trage in jos cu o forţă 
egală cu greutatea corpului dezlegat (mg)? 


9 7 mg 


> ; haso 
1 + 2I/mR? 1+ mer 


R a} a= 


6,19. Un cilindru omogen rigid de masă m = 2,0 kg şirază R = 4,9 cm, căruia i se imprimă 
:0 turație n = 15,0 rot/s, este aşezat pe o masă orizontală rigidă cu coeficientul de frecare la 
lunecare y, == 0,10 şi lăsat liber. Să, se afle ʻa) după cit timp mișcarea cilindrului trece în rostogo- 
lire tără lunecare ; h) cite rotații efectuează cilindrul în acest timp pe) cîtă căldură se degajă 
In acest timp ; d) ce mișcare și ce turație arc cilindrul după acest timp. 


ont i ant 
= PR a dis by N = IER 


g „ 9pg 


= 15,7 rot ; e) Q = E amme = 71 J; 


d) rostogolire uniformă cu turația n’ = nj3=.5 rot/s. 


6.13, Pe un disc omogen de: masă m şi rază R 
este intăşurat un fir întins orizontal ca în figura 6.31 
(firul nu freacă de masă), apoi trecut peste un scripete 


idea! şi legat la capăt de un corp de masă M. Să se 
calculeze: forţa de frecare, tensiunea din fir, accele- 
rația discului (se dă coeficientul de frecare la lunecare j). 
R. a) În cazul nealunecării, totul va fi în repaus 
sau rostogolire uniformă și AI în repaus. 


a=0,.T= Mg, F=, T= Mg, p> Mim 


b) În cazul lunecării : Fig, 6.31 
i sr M 29 Mym `, Mum ` 
T =Mg + 5 a= Mum E; D., ahal E E Ti n 
oL 3Mjm m+ 3M Rm4 3M, M + 3M E 


6.13, Pe un plan înclinat de unghi œ se rostogolește liber in jos un corp rotund omogen 
(cilindru sau sferă) de masă m, rază R și moment de inerție central. 1. Să se afle: a) forța de 
frecare și coeficientul de frecare la Iunecare.minim necesar:pentru ca.corpul să nu lunece, b) ac- 
celeraţia CM ; €) acceleraţia unghiulară ; d) distanța axei instantanee de rotaţie pînă la CM. 


mg Sua 
1 + mR?jI 


i E a 
R. În cazul nealunecării: Fy = » condiția de nealunecare : tga <p(1+mR/I)- 


gsina 
1+IjmR! 


„e =a]R, R= R. 


În cazul lunecării: Fy = pmgcos u, a = g(sina — p cos x) e= ung Rcosa/l, R, = 
= ae = Itga — p)lumR. 

6.16. Un corp rotund omogen (sferă, cilindru) de masă m, “rază. R şi monat de inerție Z 
este aşezat, en coaticientul de frecare la lunecare p, pe o scîndură de masă m’, aşezată la rindul 
ci pe o masă fixă cu cocticientul do frecare la lunecare p^. Scindura este trasă orizontal cu o 
forță F astfel incit lunecă pe masă. Să se calculeze : a) forța de frecare dintre corp și scindură 
și condiţia de nealunecare a corpului pe scindură ; b) acceleraţiile scîndurii și corpului ; €) acce- 
ieraţia unghiulară a corpului; d) poziţia axei instantanee de rotaţie a corpului. 


F — pm i mg 


R, a) În cazul nealunecării, F= 
ie, ca aro C15 TE mR Dom [m 


s Fy < umg: 


M ad Fgm a sE EK MERE); e) e= FRJ Re = mR, 
m 


1 y 7 
În cazul lunecării: a) Fy = umg; b) a= yp «= ara [F — p'(m + mg — umg] s 


„€) 2 =umgRii; d) R= HMR, 


“6.17, Pe o masă orizontală este așezată vertical o rn'că halteră 
formată din două bile mici identice, legte printr-o tijă subțire. de 
masă neglijabilä, avind distanţa l între ele. Bilei superioare i se 


imprimă la un moment dat, printr-o lovitură, o viteză iniţială 
orizontală o (fig, 6.32). a) Cit trebuie să fie această viteză pentru 

ca bila inferioară să se desprindă imediat de masă ? b) Cit trebuie 

să fie această viteză pentru ca bila infericară să se desprindă imediat. 
de masă şi haltera să cadă apti pe. masă în „poziţie orizontală ?, 


R. a) o> Vă b e=5yi> yai. 


Tig. 6.32 


6.18. Un om ţine în mină de un capăt o tijă subțire uniformă! de Tungime 1..La ce distanță 
de mină trebuie lovită tija penmi ca omul să nu simt. lovitura ? 


2 : : : 
R. PA — lungimea rodusii.a penăulului tizic (în oaia: de oscilație). 


6.19. O placă plană se află în repaus în planul orizontal, Raza de grație a plăcii în raport 
cu CM 'este Rp. Se aplică plăcii un impuls orizontal cu braţul b fată de CM. Să se afle poziția 
centrului instantaneu de rotaţie după lovire. Unde trebuie fixat, imediat după aceasta, un punct. 
al plăcii pentru ca ca să.se oprească ? 

R. În centrul de oscilație O' situat la distanţa R2/b de CM pe linia papens diculară ă pe Îi. 

În O care, reciproc, este. centrul de oscilație faţă de.0' (fig. 6.33), 

5.20, O bară neuniformă de masă M se poate roti liber “în jurul unei articulaţii la cepătul 
superior, La distanţa A de la articulaţie, ca este lovită perpendicular de un'glenţ de masă m, 
care rămîne înfipt în bară, Știind unghiul maxim e de: deviere a karei, distanța Ra CM al 
barei pină'la articlasi€ și Tiomeitul de mere I laţă de ar Heiata să sc aile vileza: glenţului. 


AR 


R., v=2si E a + MA J UI Tit. 


Fig. 033 : Fig. 6.34 


„24, De un stilp cilindric vertical de rază R este prins un fir de lungime 1 (în planul 
orizontal) avind Ia capăt o bilă (fig. 6.34). I se imprimă bilei o viteză orizontală v perpendicular 
petir. Negtijind frecările, să scafe după cit timp bila loveşte stipul. 


6.22. Un disc omogen de rază R, linut orizontal și “pus în rctaţie îm jurul axei tale ver- 
ticale cu viteza unghiulară œ este așezat pe-un plan or! izontal. Cunoscind coeficientul de frecare 
da lunecare p și Consi tderind că presiunea exereitată de: dise pe pan este anitermi, să se afie 
după cit timp: ‘diseul se va opri. t i 


R. i= sotia. 


în 


6.23, Un pienaul conic este format dintr-o ti jă subţire omogenă de luugime lyeare se rotéştė 
în jurul axi i verticale cu viteza ungliiulară o (câpătul supei or. éste prins într-o articulaţie fări 
trecări). Să se afle unghiul 0 dintre tijă și axa veiticală. z 


R. cos = Bgl. 


CAPITOLUL 7 
STATICA SOLIDULUI RIGID 


Statica studiază echilibrul corpurilor sub acţiunea forțelor. Vom arăta 
că în cazul solidului rigid toate forţele aplicate pot fi veduse la o singură forţă 
și la un cuplu: i i 


Ti STATICA PUNCTULUI MATERIAL 


Pentru echilibrul punctului material este necesar “şi suficient ca rezultanta 
tuturor forţelor aplicată să fie nulă: 


ip Ë = 9P, =0 | (7.0) 
sau pe componente l 
Fes Fas; Pa SP 0, Fera 0. (7.1) 
S 5 s 


În acest caz, conform legii fundamentale a dinamicii : 


ma =F =0, a = 0, Y = const, (7.2) 


și dacă inițial particula era în repaus, ea va rămîne și mai departe în repaus. 
Grafic, poligonul forțelor trebuie să fie închis. 
În cazuri particulare 'cele trei condiţii de echilibru se pot reduce la două 
(forţe în plan) 'sau la una singură (forţe pe aceeași dreaptă suport). 


7.2. DEPLASAREA FORȚEI 


8) Pentru solidul rigid forta poate fi deplasată de-a lungul dreptei suport, 
adică este un vector glisani (alunecător) (P. Variynon). Aceasta este echi- 
valent cu introducerea” sau suprimarea: unui sistem de două forţe „egale: în 


modul şi de sensuri opuse, situate pe aceeași dreaptă, ceea ce nu schimbă cu 
nimic starea rigidului, deoarece acesta este neleformabil. 
Introducem în punctul B un sistem identic nul de două forţe egale în 
; $ 7 Ti R 7o ` FP 
modul și de sensuri opuse (F, —P) cu | F| =] I | (tig. 7.1). Forţele F, — F 
nu au nici un efect asupra solidului rigid și pot ti suprimate, astfel încît ră- 
LE > 
mine forța F’, adică rezultatul deplasării forței F din A în B. 


Tig. 7.1 Ši Fig. 7.2 


În cazul corpurilor deformabile forta nu poate fi deplasată pe suportul 
său, fiindcă astfel ar produce alte efeete de deformare (de exemplu, o bară 
împinsă la un capăt sau trasă cu aceeaşi forță de celălalt capăt), 


b) O forţă poate fi deplasată paralel cu ea însăşi (adică echipolent), dar 


atunci apare și un cuplu de forțe, adică două forțe paralete, egale în modul 
şi d: sensuri opuse (fig. 7.2). În adevăr, intreducem: în Boun sistem identic 


nul de două forţe egale în modul și de sensuri opuse (F, i”) cu| z’ |= EAn 
Atunci forţa F din A apare deplasată în B, anume H dar apare un cuplu 
de torţe (F, —F'). a f 

c) Momentul unui cuplu de torţe fată de orice punct din spațiu este același 
(fig. 7.3), deci este o proprietate intrirsecă a cuplului : 


— Dă = = - — - = — = = 3 + i 
Marn x Er (=) = (r = r) Xx = r X a m x (7.3) 


Fig. 7.3 


= = 
Vectorul M este perpendicular pe planul (F, = şi are mc dulu! : 


M = Frnsina SF, (74) 


unde b este brațul cuplului, adică distanța dintre suporturile celor două forțe. 


Cuplul Œ, —F') din figura 7.2, generat de deplasarea forţei F din A în B 
= — = za -> = 
(To = AB) are momentul r X(—F")-= — re X F. 
d) Forja. X din A în figura 7.2 are față de punctul B același moment 
= = -= — > > -=> 
—ra X F =ry X (—F') ca şi cuplul generat (P; --F")}, forța FE” avind moment 
nul faţă de B. i . 


-= 
Prin deplasarea unei forle F din punctul îi într-un punct B cu vectorul 


= FELT e . = 
ro = AB (fig. 7.4) momentul ci față de un pol oare- 
care P se schimbă cu 


= > nF ; > > aee 
(r PXF=XxF nX F, (7.5) 


i 4 
adică minus momentul cuplului generat prin depla- i , 
sarea-forţei sau minus- momentul forței iniţiale fată EA 


de noul punct. Prin” urmare, dacă deplusăm echi- P 
FA ci Ă N 
polent o forță F cu segmenlul ro, trebuie să inlro- Fig. 7. 
Ti ETid F RIA A 
ducem un cuplu compensator M = — ro X F egal cu momentul forței iniţiale 


fată de noul punci (moment care s-ar pierde prin deplasarea forţei in acel 
punct). 


7.3. COMPUNEREA FORȚELOR PARALELE 


n i 
Imtroducem două, forţe f, —f egale. în modul și de.sensuri opuse în A, 
respectiv. B, pe care le compunem cu forţele date. Obţinem două forțe con- 


«curente pe care ştim să le compunem după regula paralelogramului (fig. 7.5). 


‘Fig. 75 


Din, asemănarea triunghiurilor rezultă : 


fi bi, fe e Pe 
> Fib, = PPO ; he 3 3 Pba = f-PO, 
b po F j ba POLOT? f: . 


d c unde 
F =F, + Fe Fb, = Fib, sau PF, = balbu (7.6) 


3 ; -= 
adică condiţia ca momentele celor două forțe Fi față de un punct (0) de pe 
suportul rezultantei să fie egale în modul şi opuse'ca sens (dind moment rezul- 
tant nul, ca și rezultanta lor). Rezultanta este egală cu suma:forțelor F = 
= F, + F, este paralelă cu forțele date. și situată la distanţele bu (7.6) de 
forțele date, mai aproape de forţa mai mare. i 


i 


Fig, 16 


O construcţie ânalogă pentru forte antiparalele (diferite în modul) ne 
dă rezultanta F = | F, — F, |, paralelă cu forţele date şi situată la distanţele 
b,» (7.6) de forţele date, dar în afara segmentului AB, de partea forței mai 
mari şi în sensul forței mai mari (fig. 7.6 ; Di, din figură nu sînt chiar distan- 
fele dintre forţe, dar sint proporţionale cu ele şi deci (7.6) este valabil). 

Dacă F, =F, avem un cuplu cu rezultanta nulă, aruncată la infinit. 

O demonstraţie mai rapidă şi mai directă se obţine deplasînd echipolen £ 
forțele date (conform regulii stabilite) în punctul O, definit prin raportul dis- 
tanțelor sale bı, pînă la forțele date, astfel ca Fabi = Fabs (interior sau exte- 
rier segmentului AB după cum forțele sînt paralele sau antiparalele) şi com- 
punînd forţele în acest punct O. Cuplurile generate: prin deplasarea forțelor 
se anihilează reciproc tocmai ditorită condiţiei impuse Fib, = Faba. 


7.4. COMPUNEREA CUPLURILOR 


Un cuplu dat, de moment M, poate îi transformat în cazul rigidelor în 


oricare alt cuplu de moment echipolent cu M. Cu alte cuvinte, cuplul poate 
fi deplasat oricum în planul său sau într-un alt plan paralel şi poate fi schim- 
pat braţul cuplului s:himbind însă în raport invers forţele, astfel ca vectorul 


eA e i $ 
moment M să rămînă acelaşi. Prin urmare (Louis Poinsot 1804) : 


d Pentru rigide un cuplu de forțe este complet caracterizat de momentul său 
M considerat vector liber. 


O ilustrare este dată în figura 7.7. 


Fig. 7.7 


Cuplurile se compun prin adunarea vectorială a momentelor lor, conside- 
rale vectori liberi. 

În adevăr, dacă două cupluri sînt în plane paralele, deci şi momentele 
lor sint paralele, îi aducem în același plan, îi transformăm ca să aibă același 


braf şi adunăm (sau scădom) forțele, 
atunci se adună (sau se scad) şi mo- 
mentele lor : 


F =F, + De Fo Fb e Fb, 


M =M, 4 Ma 


Dacă cele două cupluri sînt 
în plane secante, îi transformăm să 


aibă aceleași forțe, aducem forțele 
opuse pe linia de intersecţie a pla- 
nelor, unde ele se vor anula (punctul 
C, tg. 7.8) şi rămîne etiplul din A, 
B. Triunghiuirile ABC şi CMM, 
sînt asemenea, deoarece au un unghi 


egal: ABC =x CM,M (au laturi perpendiculare) cuprins între laturi pro- 
porționale : 5 

CM, = bF = AC-F, MM = bF = CB-F. 
Rezultă că şi latura a treia : 


M = | Aa M| = ABF =brF 
şi este perpendiculară pe AB, deci momentul cupluluirezultant este în adevăr 
suma vectorială a momentelor cuplurilor componente. 


7.5. REDUCEREA UNUI SISTEM DE FORTE 


7.5.1. REDUCEREA 


Alegem un punct arbitrar 0, numit ‘punet (centru). de reducere sau pol. 
Deplasăm echipolent toate forţele în acest punct — atunci apar și cuplurile 
respective. Problema s-a redus astfel la compunerea forţelor concurente în 
punctul O, conform regulii paralelcgramului, şi la compunerea cuplurilor 
respective, adică la compunerea momentelor lor, tot după regula paralelo- 
gramului (fig. 7.9). Momentul oricărui cuplu generat este egal cu momentul 
forţei respective faţă. de pol. 


— 


Poză, dios x Pe (7.7) 


Teoremă : Un sistem arbitrar de forțe F, aplicate unui rigid se reduce, în raport 
. i Tia La E Și s SV, 
cu un anumit pol, la o rezultantă 1 = SEF, aplicală în pol, şi la un cuplu al cărui 


Fig. 19. 


romeni A, esie egal cu suma momentelor forțelor fală de pöl că M = SA, = 
= Zr x A E ai 
Dacă acum reprezentăm cuplul M prin cele două forțe astfel ca una din 


ele să fie aplicată în pol şi o compunem acolo cu rezultanta F, „ reducem astfel 
sistemul numai la două. forfe: ; p pa 


Un sistem arbitrar de forle aplicale unui rigid se reduce fie la un cuplu (două 
forte anliparaleie), fie la două forțe sirimbe în spațiu (neparalele), dinire care 
una aplicată în polul ales și avind o direcţie aleasă, 


7.5.2. INVARIANȚII 


Mărimea rezultantei este independentă de alegerea polului : 

Rezultania se deplasează echipoleni în noul pol. 

Cuplul însă se schimbă, deoarece deplasind rezultanta în noul pol o", 
va apărea un cuplu suplimentar.: după cum știm (fig. 7.10) : 


ÎI SEX R = r) x E 
S 8 


= > č > : 
= M ~ To X E, (7.8), 
adică exact momentul rezultantei din vechiul 
pol O tată de noul pol O’ (in:concordanţă cu 
regula deplasării forței). f 
Momontul nu se schimbă dacă polul 
se deplasează pe suportul rezuhantei 


ui i A 
(atunci r | £). 
Dacă rezulianla este nulă, momentul este independent de alegerea polului 

și sistemul se reduce numai la un cuplu. 


Fig. 7.10 


Înmulțind scalar (7.8) cu T rezultă „(produsul vectorial mixt, este nul 
dacă doi vectori sînt egali sau paraleli) : 


Fat = PM = PM cos(Î, M') = = FM cos(E. ib, 

Mi = My = invar, ; (7.9) 
proiecția momentului pe forja rezultantă este independentă de alegerea polului 
(enmponentă longitudinală a momentului este un invariant sau produsul scalar 
TM esté un invariant). 


Componenta transversală a momentului, perpendiculară pe forța rezul- 
tantă, se schimbă prin: deplasarea polului. 


7:5.3. AXA CENTRALĂ 


Putem alege -totd:auna polul astfel ca să anulăm componenta trans- 
versală .a: momentului, teci ca momentul rezultant să fie paralel cu forța 
rezultantă. 


Teoremă. Sistemul de forțe aplicate unui rigid se poate reduce totdeauna 
ld o rezultantă şi un cuplu situat în planul perpendicular pe rezuliantă, adică 
cu moment paralel cu rezultantă. 


Dreapta stiport a rezultantei se numește în acest caz axd centrală a sistè- 
vhiilui de forţe. 


„În: adevăr,. dacă x. nu este paralel cu F, alegem drept pol, de exemplu, 
punctul pon a 


xM” 710) 


Atunci, conform lui (7, 5) noul moment a wa îi: 


m Mr x E aa 


Ex Œ xib = + e REID M (7.11) 


aha TN 3 
= redă M), paralel cu F, pos 


adică în adevăr, noul moment este paralel cu fi. ii pă 

Prin urmare, printr-o deplasare paralelă adecvată a rezultantei pute m 
totdeauna anula componenta transversală a momentului rezultant, compo- 
nenta longiludinală fiind însă invarianță. 

Consideraţiile ds mai sus privind ‘reducerea unui sistem de forţe aplicate 
rigidului.la o rezulțantă și un cuplu seamănă cu consideraţiile privind redu- 
cerea mișcării unui rigid la o rotație şi o'translaţie, adică reducerea vitezelor 


la o viteză de rotaţie (unghiulară) pi şi o viteză de translație T: For fa F cores; 


punde vitezei unghiulare &, iar cuplul M corespunde vitezei de transla {je w 
(vom vedea mai tirziu că un cuplu de rotații este echivalent cu o translație). 


1.54. TEOREMA LUI P. VĂRIGNON (1725) 


Momentul, în raport cu un pol oarecare al rezultantei unui sistem. de 
forțe tosicurente este egal cu suma ‘vectorială a monientelor forţelor compo- 
nente faţă de pol : 


To ToX 2E, = 5 x Ñ. 
` Aplicații. a) Sistem de forțe. conţinute în plan. Dacă rezultanta este nulă, 
sistemul este echivalent cu un, cuplu, Alegìnd polul în plan, momentul rezul- 
tant va fi perpendicular pe 
plan, și dacă rezultanta (con- 


putem . deplasa convenabil ca 
să 'anulăm momentul (care e 
transversal), deci în acest caz 
sistemul este echivalent cu o forță 
rezultantă situată pe o anumită 
dreaplă — axă centrală. Mo- 


acel punct.. : azi 
Observaţii. 1. Cazul plan, poate 
fi tratat elementar, compunind for- 


-gramului, fiind necesară pentru aceas- 
ta doar deplasarea forţelor pe supor- 
tul lor. 


"De-exempli, în figura 71% coïnpunem forţele To F, deplasinidu-le pes suporturile lor pină 
în punctul lor de intersecţie: R +F = Fir Apoi € compunem Fa cu F, 3 deplasindu-le pe 
suporturile lor T pină în în punctul de intersecţie: T + F, = Fa ş.a.m.d. Pină la urmă obținem 
o rezultantă F = SE, situată pe un anumit suport — ara centrală a sistemului plan de ferțe. 


ţinută în plan) nuc nulă, o) 


: mentul rezultant faţă de orice. 
punct este 'de fapt momentul. 
acestei rezultante unice față de. 


ele succesiv după regula! paralelo-" 


„forței Ta. Din acest punct ducem o paralelă la raza 2— 


Reciproc, orice forţă poate fi descompusă după oricite direcții date, coplanire cu ea, procedind 
invers ca mai sus. 

2. Forţa rezultantă a unui sistem de torţe plane (pot îi și forţe paralele) se poate obţin 
prin metoda poligonului funicular, : 

Să considerăm pentru ilustrare cazul a trei [orţe (fig. 7.12), Construim poligonul forţelor 
(fig. 7.12, d). Pentru a afla axa centrală sau suportul rezultantei, ducem dintr-un pol arbi- 


Yig 7.12 


trar O „raze“ care să-l unească cu originea și extremitatea fiecărei i torţe din poligonul forţelor 


(lig. 7.12. b). Apoi printr-un punst arbitrar de pe “suportul primei forţe Fi ducem o paralelă 


la prim „razi“ y și o pwaleli in razi 1—2 pini la intersecția acesteia din urmă cu "suportul 


3 pini la intersecția suportului forței P 
şi aşa mai departe pini la, intersozția suportulai ultimei forțe. Din acest ultim punct ducem 
o paralelă la ultima razi œ. La intersecpia primei raze y cu ultima œ găsim un punct al rezul- 
tantei sau al axei centrale. 

În adevăr, fiezare forță este diferența vectorială a celor două raze, Trasindu- le pe laturile 
poligonului funicular, aceste raze se reduc două cite două (fiind opuse şi pe același suport) 
afară de razele extreme & și o, care dau rezultanta. 

Dacă s'stemul do forţe este în echilibru (rezultantă nulă şi înomicăt rezultant nul), atunci 
poligonul forţelor se inch'de şi poligonul funicular se inchide (razele o și œ coincid). 

Dacă sistemul de forţe se reduce la un cuplu, poligonul forţelor se închide, iar poligonul 
funicular rămîne deschis : cele două raze extreme a şi o vor fi paralele distincte. 


b) Sislem, de forţe paralele în spațiu. Rezultanta are aceeași direcție cu 
forţele (care pot fi paralele sau antiparalele). Momentele sînt perpendicu- 
tare pe forje, deci conţinute în planul perpendicular pe rezultantă. Sistemul 
se reduce fic la un cuplu, dacă rezultanta este nulă, fie la rezultantă situată 
pe o dreaptă deter minată — «va centrală, paralelă cu dire ia forţelor date 
(v. compunerea for jelor patalele). N Moinentul'vezultănt faţă de orice punct este 
de fapt momentul acestei fore:unice faţă de acel punct. În particular; obținem 
regulile cunoscute de: compunere a două forţe paralele (sau. antiparalele). 


Mai. mult, un sistem de forțe paralele în spațiu (cu rezultanlă nenulă) admite 


un centru al forțelor paralele, în sensul că rotind întregul sistem de forţe 
paralele, rezultanta (sau axa centrală) trece printr-un pune! fix, definit prin 
vectorul de poziţie: 


ră i; T i i 
URET EEr C= ZE) (7.12) 


unda re sint vectorii de poziţie ai forţelor, iar E, = Pa. (Fe ==] i Da 
unde n este un versor ales pe direcția forţelor paralele (fig. 7,13) (centrul se 
schimbă dacă forțele sînt deplasate de-a lungul suporturilor lor). 

În adevăr, momentul vezultant al forțelor paralele, 


Er: x F, = sr x Fa = SK, x Ei 


trebuie să fie identic cu momentul rezultantei aplicate în centrul forţelor 7. 
(7.12): ; 


> > > = > > 
oTe X E =r, X Fn = Fre X n, 
independent d: direcția sistemului de forţe 'paralele, adică independent de 
= 
versorul direcției lor, n: 


n>n e => => 2 
XE X n= xn sau (X Eere — Fr) xn =0, 
G 
i îsi 
A 
a 
5 
Fig. T13 E Fin. 7TH 


ceea ce, în virtutea definiției G. 12); este în adevă i r valabil „pentru orice direc lie 


n a forțelor paralele. 


— 


"în. „particular, forțele, de greulaie dau, :0 rezultantă bine determinată G 
care trece prin centrul de.greutale (coincide cu centrul de masă) Toms aşa cunt 


l-am definit (fig. 7.14): În adevăr, pentru orice orientare alui y, momentul 


rezuliantei my trebuie să Fie egal cu momontul rezultant al torielor dc g greu- 
fate paralele elementare : y 


_. = pie e i — - =>, ! 
Pew X mid =$ rX gdm sau (mrem -{ rdm) X g =0, 


ceea ce este adevărat pentru orice orientare:a lui g, datorită definiţiei lui Fem. 


"78. CONDIȚHLE DE ECHILIBRU 


Mişcarea rigidului se descompune în mișcarea de translatie a centrului 


> => 
de masă sub acțiunea rezultantei forţelor aplicate (F = Maem) şi într-o mişcare 
de rotaţie în jurul unei axe trecînd prin CM sub acțiunea momentului rezultant 


2 2 
(M, = AS/dD. Pentru a nu produce mișcarea de translație a centrului de 
masă, rezultantă luluror forțelor trebuie să fie nulă. Pentru a nu produce 
rotația rigidului în jurul centrului de masă, momentul rezullani al futuror 
forțelor aplicate trebuie să fie nul : i 


y 2 5 SE ere di 
= ZE =0, M =5 M= (7.13 
Eni s E : s s 

Observăm că deşi rezultanta şi momentul rezultant al forțelor inlerne 
sînt totdeauna nule, totuşi la corpurile deformabile sistemul forţelor interne 
nu este în general -în echilibru t E l 5 

Serise pe componente într-un Sc ortog onal (polul este în originea siste- 


mului de coordonate), ecuațiile vectoriale (7.13) dau: A s 
Ma = DM a = Diy: Psy) = 0, i 


s= EM = EeP 1 ipl) =0, (744) 


SD 


M, = Mea Vero) = 0. 


Momentele pot fi luate nu numai faţă de CM, ci față de orice punct, întru- 


cit în virtutea primei condiţii (rezultantă nulă T: 
va depinde de alegerea polului. 


Prin urmare, avem în general 6 condilii universale de echilibru pentru un 
solid rigid : : 3 pentru forţa rezultantă și '3 pentru momentul rezultant, 

Pentru a scrie condițiile, de echilibru, izolăm mintal ri idul de mediul 
său și reprezentăm toate forţele care acţionează asupra sa din partea mediului 
său exterior, adică „eliberăm 'rigidul de legături“ dar introducînd reacţiunile 
corespunzătoare ale legăturilor: Pentru rigidul „liber“ aslfel obținut, adică 
eliberat de legături dar supus la forţele de reacțiune ale legăturilor, scriem 
condiţiile universale de echilibru. i 

În cazuri particulare, numărul condiţiilor de echilibru se poate reduce. 
Astfel, dacă toate fortele sînt conținute într-un plan, avem 2 condiţii pentru 
Torța rezuliană şi 1 condilie pentru momentul rezultant, deci în total 3 condiții, 


0) momentul rezultant nu 


Dacă forțele sint concurente în spaţiu, avem iarăşi numai 3 condilii pentru 
rezultantă, şi dacă sint concurente în plan — numai 2 condiții pentru rezul- 
tantă. 

Dacă forţele sint paralele în spațiu, avem 3 condiţii : 1 pentru rezultantă 
şi 2 pentru moment, 


Exemplu. O scară uniformă este sprijinită de un perete. Cunoscînd coeficienţii de frecare 
cu podeaua p, Și cn peretele pe să se determine unghiul g dintre seară și podea în momentul 
limită cînd scara începe să lunece (fig. 7,15). 

Rezolvare. Considerăm cazul limită, adică exact pozi- 
ţia cînd scara începe să lunece, atunci forţele de frecare de- 
IPL i vin cele urătate în figura 7.15 (F, = pN) şi avem 


Nı— pN, =O, us Na — G +N, = 0, 


l i i i 
G— cosu — Ni sin a — pN il cos g = 0. 
2 ; ; 


„(forţele de frecare nu dau moment „faţă de originea 0), 
„de unde rezultă : : i 


o tgs = he, 
7 2 
tN, i E = Ha 
Fig. 7.15 independent de ması și lungimea scării. 


7.7. REDUCEREA „FORȚELOR DE INERȚIE“ ` ~ 
pe Tag ` RAA 5 se: E Sia : 


! i « = 

Să reducem la o rezultantă și un cuplu „forţele“ may. 

Deoarece rezultanta forţelor interne este nulă și momentul rezultant 
al fortelor interne faţă de orice pol este nul, sistemul de forţe externe aplicate 
rigidului se reduce față de orice pol într-un SR inerţial exact la aceeași rezul- 

3 de i 
tantă și acelaşi cuplu (moment) ca și „forțele“ mpa, (faţă de același pol). 

În adevăr, să facem această reducere fată de originea: unui sistem de 

coordonate S cartezian ortegonal (nu neapărat inerţial). 


nie : i = r> ; 
În. virtutea. definiţiei. centrului de masă Tem =) rdn, avem pentru 
i i a Pa 


rezultantă : 


Gra Et S 
Dem). = Malem z (7.15) 


_ și 
fe dm = dm) 


j a air ai s i sară Pe: 
Dacă sistemul de coordonate S este inerţial, atunci bincinţeles Maem = 
-+ K nihe i t i i 

= F — rezultanta forţelor externe aplicate rigidului, 
Pentru momentul rezultant vom face descompunerea fală de CM : 


Za aci pl rm SRI N PAIE e a 
fr x adm =| Con HT) x [oa EXT o X (o x r)ldini = 
(7.16) 


taja 


A EE i a De ri 
= Pom X Malem +f r)dm -F o x (r X (o. X r'jdm, 


— >, 
unde ceilalți termeni s-au anulat din cauză afr AM = Mim 2 0 şi am folo- . 


; > ť> o > > 

sit laptul că 7” x [o x (o x r)] = o X [r X (o x i’)], ceca ce se verifică 

imediat prin dezvoltarea dublelor produse vectoriale din parantezele mari. 
Reamintindu-ne de calculul analitic făcut la momentul cinetic, puten: 

serie 

, 


= -= < > = > > pe 
pr x (o x r)dm = fo, (r x (e x r)ăm = Ïe, (7.17) 


x 

unde Î’ este matricea momentelor de inerție faţă de un sistem 'de coordonate 

S' cu originea în CM (acest S’ în rest poate fi arbitrar, de exemplu, SC propriu 
Se 

al rigidului cu originca în CM, însă cu e şi e calculaţi în sistemul de coordonate 

inițial S). Prin urmare, 


> as 


a > > >, „= - 
fr X adm tem X Mem t Feto xlo); 17.18) 


primul termen dă momentul rezultantei (7.15) aplicate în CM (este partea 
orbitală sau externă), iar ceilalți doi termeni dau momentul față de CM 
(partea proprie'sau internă), i 

Dacă sistemul de coordonate. S este inerţial, atunci momentul 


fr x a dm =M — momentul fortelor externe aplicate rigidului. 
Deșcompunîndu-l pe M faţă da CM: g 

- = _ =- AE yi nat 

M =r; X Fs = Y (Fem FTS) x F = 


a T STR => Rair 
= Toni X EPs HEX Fa mrem; X F + MW, 


şi ţinînd seama că Miem = Ë, rezultă faţă de CM: 
l M YE o x (Vo) faţă de CM. (7.19) 
Am regăsit astfel rezultatele cunoscute. ua 


Observaţie. Dacă pe lingă forţele externe reale aplicate rigidului, reprezentăm şi „oryue 


= : 
de inerție“ (m,a), reduse Ia o rezultantă şi un cuplu faţă de vn pol ales convenabil, alunci 
rigidul apare în „echilibru“ sub acțiunea tuturor acestor forțe și putem serie condiţiile de echili- 
bru pentru ansamblul acestor forțe (metoda cinelostatică). 


7.8. TEOREMELE LUI GULDIN ȘI PAPPUS 


I. Aria suprafeței generate prin rotirea unui arc de curbă plană în jurul 
unei axe situată în planul acestui arc de curbă și neintersectîndu-l, este 
egală cu produsul dintre lungimea arcului de curbă și lungimea cercului 
descris de centrul de masă al arcului de curbă. 

II. Volumul corpului generat prin rotirea unei figuri plane în jurul unei 
axe, situată în planul figurii şi neintersectînd-o, este egal cu produsul dintre 
aria figurii și lungimea cercului descris de centrul de masă al figurii. 


Teoremele au fost descoperite în sec. ITI de matematicianul şi mecani- 
cianul grec Pappus din Alexandria. În sec. XVII P. Guldin le-a „descoperit“ 
în volumul VII al operelor lui Pappus. 

; Demonstralie.. a) Aria se obţine prin însumarea (integrarea) , ariilor late- 
rale ale trunchiurilor de con elementare, [aria laterală a unui trunehi, de con 
este zG(r -+ R)] (fig. 7.10): 


1 í 
S= (270 ds, dar Yem = | y ds, 
de. unde.în adevăr.: i ARE E 
© S = 2aYeml. iaa 


Tig: 7.16 - EN Fig. 7.17 


b) Analog, sumînd volumele trunchiuriloi dei” con ` clementare 
(v 5 Ene + Rè- r1) (tig. 7.17) $ 


v rr da far dr = (ra pd, 
Di 8. 
dar 


(i — vad, 


wj- 


1 Paa A | 
Yon = jo ydr. 7 (n T a E | 


de unde în adevăr, 
V= 22yeml. 


Exemple. a) Să se caicuteze aria și volumul ühui lor dé raze r NR. 
Rezolvare. Apticind teoremele Guldin-Pappus : 


S = 2aromh = ArR, V = praz = mre R. 


b) Să se alle volumul corpului general prin rotirea unui triunghi dreplunghic cu catelele 
a, b, în jurul ipotenuzei, ACI MR 
Rezolvare. 
abio dloo in bt 
-2m = 
833 ETE 


PRONLEME' 


1.1. Să, se deducă ecuaţia axei cenirale i 


te a Hasti NE. 
Tx MXA A — parametru, 


Indicaţie. Dacă r, este lungimea perpendicularei din polul O pe axa centrală, trebuie să 
avem: 


a o > 
=ub x M sau re=uFM} şi M) =F 
7.2. Să seatle locul scometrical extr emităţilor vectorilor- -forță aplicate intr- aim, punct dat A, 
care dau acelaşi moment- M faţă de un pol. dat O. A 
R. Dreaptă paralelă Ja A0 situată în planul perpendicular pe TA Ja distanța AIÂO de 
dreapta AO. 


7.3. Asupra unui rigid lucrează forţele situate în plan şi reprezentate prin poligonul for- 
telor din figura 7.18. Să se reducă acest sistem la originea primului. vector. i 


R: Rezultanta este linia de închidere AF a conturului poligonal, iar momentul este egal 
în modul cu dublul ariei poligonului ABCDEF și este perpendicular pe plan. 
7.4. Să se afle locul geometric al extremităților vectorului moment al rezultantei unui sis- 
tem de forțe în plan, calculat în raport cu toate punctele acestui plan. 


nA e zile S ; 
dhesa t o Fig. 7:18 GES prune g e; Fig. 7.19 


R. Un plan care taie planul forţelor după axa centrală. 

7.5. Să se arate că momentul rezultant în raport cu o axă este proiecția pe acea axă a 
momentului rezultant calculat în râport cu un punct arbitrar de pe axă. 

7.6: Un sistem 'de forţe poate fi redus, după cum ‘stim, Ja două forţe, ca de exemplu în 
figura 7.19. Să se arate că axa centrală intersectează normal! perpendiculara comună a celor 
două forţe la distanțele, 


di = UER o FE): (E + Fa? pină la forţe, (d'= d, + di). 

1,7, Peste un semicilindru fix de rază R, așezat orizontal, se sprijini transversal o tijă 
uniformă de lungime Z; ca în figura 7.20. Coeficientul de frecare la lunecare dintre tijă şi cilindru 
este pu, iar dintre tijă şi plan pe. Să se calculeze ctg caz la echilibru, 


n: 


Fig. 7.20 Fig. 7.21 


1,8. O bară omogenă AB de. greutate G se sprijină pe două plane perpendiculare. între 
ele ca în figura 7.21. Git de mare este unghiul B în poziţia de echilibru, dacă unghiul de frecare 
al barri cu planele este a? 

a == 2p ss <w + 29. 

7.9. Un punct imaterial greu se poate deplasa cu frecare pe un cere (în interior şi thi exterior) 
de rază R așezat intr-un plan vertical. La ce înălțimi faţă do centrul cercului poate fi me echilibru 
punctul material, dacă unghiul de frecare este e? 


R dis =R gosg, şi h> Roog. | e ie 


7.10. Un cilindra circular ‘drept este menţinut în echilibru pe'un plan înclinat. cu ajutorul 
unui fir infășurat pe cilindru şi tras paralel, cu planul ca.în figura 7.22, Să se afle condiţia de 


Fig. 7.22 


echilibru și forța cu care trebuie să tragem de fir, ştiind unghiul, g al planului, coeficientul de 
frecare la lunecare p și greutatea cilindrului G. 


R tga Sw F= L osia. 


7.11. O pilnie conică cu deschiderea 2% se rotește cu viteza unghiulară œ în sucul axei 
sale verticale, Între ce: înălțimi Bus poate sta pe suprafaţa pliniei un corp -mic fără să lunece, 
ştiindu-se unghiul de frecare 9? 


R h “i şi = 9 dhcă şi < a. A a 
otga tge +9) "ar tg a tgl 4) e: 


7.12. O placă omogenă triunghiulară do greutate, G, stă orizontal sprijinindinse e cu vin tur ile 
sale pe trei reazeme. Să se afle reacţiunile reazemelor. E 
R. G13. 
7.13. Să se afle cu ajutorul teoremelor Guldin suprafaţa, respectiv "volumul, corpului ob- 
ţinut prin rotirea unui arc de cerc, respectiv segment de cerc, cu unghiul ia centru 2g și raza R, 
în jurul coardei sale. 


PR S= dn R{sin w — acosa) V = 2mR' (si 4 — Q CoS a Fi sin? a) J 
7.14. Un lanţ greu, omogen şi uniform, de lungime l şi greutate G este fixat de capete în 
două puncte situate pe aceeaşi orizontală. Cunoscind săgeata f, să se afle tensiunea la capete. 
l 2 i 
e fig 
21f 


7.15. Un lanţ greu, omogen și uniform, de lungime i, este atirnat cu capetele sale de o tijă 
fixă orizontală prin intermediul a-două inele mici, care pot luneca pe tijă cu unghiul de frecare o. 
Să se afle distanța maximă dintre inele pentru care lanţul este în echilibru. 

R d=l ts? In ctg. 


R T= 


CAPITOLUL 8 
GRAVITAȚIA 


Legea atracției universale a fost descoperită de Isaac Newton şi publi- 
cată în cartea sa „Principiile matematice ale filozofiei atitea (1687), 
unde este aplicată la mișcarea sistemului solar. i 


8.1. LEGILE LUI KEPLER 


Pe baza observaţiilor astronomice de mare precizie ale lui Tycho Brahe 
(1546—1601), după calcule de aproape două decenii, Johann Kepler (1571— 
1630) a stabilit următoarele trei legi de mişcare a planetelor în jurul Soarelui 
(primele două în 1609, a treia în 1619): 

I. Planetele se mişcă în jurul Soarelui pe iraieclorii eliptice, Soarele aflin- 
du-se în unul din focarele elipsei. : PEO na E Ri tat RA 

II. Legea. ariilor Razele vectoare, duse de lu. Ss plunelă, mătură arii 
egale în timpii egale, adică viteza areola iă sau seclorială este constântă (ig: 8.1). 
ie SIX; Pătratele timpurilor de: revoluji : à planelelor” în, jurul "Soarelui sint 
proportionala 4 cu cuburile: sciniavel tari: ale ' papecon ni 


T? = constat, l i 6. D 


Ei Fig 84 o0 5 oS Toot = Pia, 82 


Știind că aria unui triunghi este egală. cu jumătate din produsul a două 
laturi prii sînusul' iinghiului cupiins, să: calculăm aria elementară * ds mă- 
turată de raza vectoare în timpul d/ e 8.2): 


AS a re +-Ar)sin A0, 


de unde Ja limită (a nu se confunda dr = QP’ cu | dr} = PP’): 


ds ri dd sau dS = + VI Id] sin, 45). (8.2) 


Ultima expresie ne arată că aria elementară se poate reprezenta printr-un 
vector perpendicular pe arie: 


18 =E Pdo (8.3) 


Viteza areolară este prin definiție variația ariei măturate de raza vec- 
toare a mobilului, raportată la unitatea. de timp.: 


| 65 


à planetelor 


față de Soare. ‘Prima’; şi a doua iega: aili. cõnis anţă ector 1 ui viteză areolară 
' iu: 


: pia i i 
rs) sau, a pectorului, moment cinetic L al planetei faţă de, Soare.. Vom: Prefera sa 
folosim momentul cinetic, care este:0 noțiune mai profundă, decit viteza areo- 
lară (aşa cum este impulsul față de viteză, :datorită legilor de conservare). 


8.2. LEGEA ATRACȚIEI UNIVERSALE 


Din! legile lui'Kepler, pe baza legii fundamentale a dinamicii, Newton a 
dedus legea, atracției universale :(1687). 5 


Să considerăm “pentru simplificare o traiectorie circulară tisă “reală a 
planetelor diferă puţin de un cerc). Atunci din legea a dona a lui Kepler (8.5) 


rezultă că planeta se mişcă cu vitezele pg ind (CR = a) şi liniară e. = OR) 


Fom Mai = nèm. o (8.6) 
R T 


Conform Jegii a II a a lui. Kepler e, = = = const), deci .(8.6), de- 
vine PESTII Page bar ali 


= (8.7) 


unde constanta k :este aceeaşi; pentru. “toate planetele. :Prin-urmare, forţa de 
atracţie e Š citată de Soare asupra: plănetei este direct proporţioăală' cu masa 
planetei ş invers proporţională cu pătratul di anţei dintre planetă şi Soare. 
Conform principiului! TUI, „Al, acţiunii și! reacţiunii ó forţă îgală în modul şi 
de sens „Opus se. exercită asupra oarelui:din’ partea: planetei, deci. trebuie 
să fie proporţională cu mäsa Soarelui. Aceleași: legi ale lui Kepler, guveidează 
şi mişcarea sateliților: planetelor, de exemplu, sateliții lui Jupiter şi Satira: 
Introducînd o:nouă constantă, astfel ca'să: pară masa astrului, central, obți- 
nem legea’ atracției: universale. a lui Newton A niki PIA 


pu il sau E mi E ae, 03) 


2 
T 


unde sémnul minus indică caracterul atractiv. al ore. 
Două corpuri. punctiforme se airag înire ele cu o.forță direct ‘proporfionată 
cu produsul maselor lor și invers proporțională cu pătratul distanţei dintre ele, 


îi : Constanta gravitațională Y: are dimenisiunile : i eao 


iii pa roza si 


8.9) 


y = 6,670-+10-44 N-m?/kg?. (8.10) 


Două mase punctiforme egale fiecare cu unitatea a kg), situate la distanţa 
unitate (1 .m)-se atrag cu'o'forţă. egală nurastic cu' constanta gravitaţională 
y(6,67:1071 N). 
u În cazul a două imasâ.oaredare; forța de'atracţie este rezultanta 'vectărială 
a: ‘forpelon; de atracţie dintre particulele: care- compun! corpurile.: a ea 
"Reciproc din legeaiatracpiei universale, pentru: orbite plahetare' circulare, 
rezultă ugor celelalte; două legi ale Tuis Kepler’; i 


Aa, e ih 


T =y sa = mo R 5 pp const (R'= const), Q = const, 
Ar? M . 4z? i 

n? = y; iT R? =kR: 8.11 

i Pa Y RS b; AI S s € ) 


„ Fortele gravitaționale. deyin importante, numai dacă unul. din parteneri 
este de dimensiuni astronomice "(piatră—Pămint) sau între corpuri cereşti. 


Observaţie. Trecerea 'de la, observaţiile empirice! ale lui.:Tycho: Brahe la legile: lui Kepler 
și apoi la legea atracției, universale (și mal apoi la teoria relativistă a. „gravitaţiei) reflectă dez 
vollarea dialsctică a curioăşterii: ` 

i. Succesiunea: istorică :a cunoaşterii Iată: în momentele; sale principale, curățată; de exte- 
rior şi accidental, trebuie să reflecte succesiunea, logică a cunoașterii. Ea corespunde trecerii 
de Ia singular prin particular la: generali! corespunde înaintării cunoaşterii da la fenomen la 
esentă, de la .esenţa:ca ordinul Ila esenţa de ordinul II ș-a.m.d. în profunzime, = 4 


Este foarte: important și stil să Culegi informații asupra obiectului prin experiment, să 
construieşti grafice, sii tabele de constante privind, comportarea .şi proprietățile obiectului. Dar 
o simplă colecţie de date, oricit “ac completă şi bogată ar [i ea, nu este încă şiiință. Pentru pro- 
cesul ciindașterii. este; mult mai'important de a ridica datele empirice la forma generală de deter- 
minări cantitalive pe planul necesilății 
legile trebuie demonstrate, deduse din calităţi sau din concepte primare cum sint spaţiul şi timpul. 
Calitatea tiehuiie să treacă:în cantitate, care nu este altceva decit calitatea depășită. 

Experienţa pune întrebarea : cum.? ṣi, este descriptivă. “Teoria; pune întrebarea; de ce ? 
şi “este demonstrativă, Teoria trebuie să arate necesitatea legilor ci şi.să le deducă, deoarece 
sarcina unoi teorii este de'a demonstra existenţa și determinățiile obiectelor ei: 

„i " Tată ce'spune Hegel (Ştiinţa: logicii, Ed. Acad. R.S.R. București, 1966, pag. 329): 

„Este un mare merit să cunoşti numerele empirice;ale naturii, de exemplu distanţele dintre 
planete ; dar este un merit nomărginit mai mare să faci să dispară cîtimile empirice, ridicîn- 
du-le la o formă generală de determinaţii cantitative, astfel incit ele să devină momente ale unci 
legi sau măsuri : merite nemuritoare și-au cîştigat, de exemplu, Galilei cu privire la cădere şi 
Kepler cu privire la mişcarea corpurilor cerești. Aceștia au demonstrat legile descoperite de ci, 


arătind că acestora Ie corespunde întregul cuprins al particularităților furnizate de pereepţie, 
centru ca deteriniinaţiile lor 


Trebuie însă să cerem o demonsiraj şi mai înaltă a acei 
cantitative să fie cunoscăite” “din calităţile: sau conceptele dee 
(cum sînt timpul și“spațiul)t e e taie 


zi 


Înțelegerea deplină, în esenţă, a legilor. Kepler, poate, fi atinsă numoi pe baza jale pai 


legii mai profunde a atracției universale și a acestela pe baza teoriei relativiste a gravitaţiei 
(Einstein) și așa mai departe, Numai cunoscînd structurile, mai complexe,;supericare, putem 
înţelege deplin, în 'cscnță, structurile simplo, inferioare (de exemplu; în biologie, cunoscind orga- 
nismul uman, putem înțelege mai bine organismul maimuţei și al altor animale, și nu invers). 

Nu ne putem opri la formularea legii atracției universale, trebuie să o deducem din con- 
cepte mai profunde (de exemplu, legea 1/1: a forței şi caracterul tridiniensionăl a spaţiului 
ete). Sr 


i 


3.3. MĂSURAREA CONSTANTEI GRAVITAȚIONALE . i, 


Pentru prima: dată: constanta ysa fost- determinată “experimental . de 
Cavendish în 1798 cu ajutorul unei balanțe de torsiune (fig. 8.3).: Două sfere de 
plumb grele M. (158 kg) sînt, suspendate pe o bară care se poatearoti. Alte 
două bile mici de plumb m (0,73 kg) sînt fixate la capetele unei tije suspendate 
pe un fir elastic. Apropiind sterele M de bilele m, se constată o răsucire a firului 
lor de suspensie; La. echilibru, momentul, forțelor elastice Ca. este egal cu 
momentul forţelor de atracţie FI: 


(8.12) 


Cunoscînd M, ni, 5 C 
calcula y- 

O altă metodă mai precisă este ilustrată de figura 8.4 (Richartz 1898,- după 
o idee a lui Jolly); Cele două Dile sînt în piealabil echilibrate pe o balanţă; 
apoi așezate ca în figir ră: Echilibrul se strică, degarece bila superioară este 
atrasă în jos de. masa de-plumb (100.t), iar bila inferioară în sus (influența 
rîmnulni sravitational terestrn a fost: eliminată vrin echilibrarea initială). 


i măsurînd distanţa r și'unghiul de răsucire a, se poate 


generalităţii, ca, momente ale unei legi. Mai mult, înseși: 


minate In care ŞI, 'se referă 


ES 


AU 


Fig. 8.3. Fig. 8.4 


Observaţie, După publicarea legii atracției universale (1687) a. trebuit să treacă pesle un 
secol pertru ca să se măsoare experimental constanta atracției universale (Cavendish 1798) și 
apoi incă un secol pentru ca să o măsoare Richartz în 1898. Astăzi trec doar cîţiva ani sau chiar 
luni do la publicarea unor descoperiri și aplicarea lor în fizică sau tehnologie. NISA 

În adinea antichitate preistorică puteau trece milenii fără să se descopere practic nimic. 
Civilizaţiile antice, de exemplu sumero-akkadiene, egipteană, chineză mdiană, au necesitat 
mii de ani pentru'a ajunge la 'gradul lor de: dezvoltare cunoscut: Înflorirea civilizaţiei Greclei 
antice a:cuprins citeva: sute de ani., În stixșit; epoca Renașterii marchează o dezvoltare impetu- 
oasă a științei, artei și forțelor de producție. 

Putem spune că dezvoltarea: ştiinţei şi- ivepiologiei; “în general urmează o lege (cur bă) expo- 
nenţială (dublare la intervale :egale de'timp).! i: 


8.4. PROBLEMA A DOUĂ CORPURI 


Cunoscind legea inter acțiunii dintre două particule de mese ma și condițiile 
iniţiale (pozițiile şi vitezele tor la un moment dul), să se afle mişcarea celor două 


particule. 
În raport cu un referenţial inerţial, cele două. corpuri interacționează, 


donton principiului veciprocităţii forţelor, cu forţele F, — F, de atracție 
sau de: respingere. (lig. 8.5): ;. .. ir 


F m Fi mn =— P, (8.13) 
Sion : mad, dă MaD =0, m,n + MaD, = const.. . (8.14) 


Ultima ecuaţie reprezintă conservarea impulsului: total al: sistemului din. cele 
două particule, presupus izolat, Vectorul de poziţie. Tom si viteza Pem ale cen- 
trului de -masă sînt: 


= - A á > 

= Mara F Mars > > Mty F MaVa 8 15) 

Fem = > Vom Fom . x 
M, F Me 0 m +m 


În virtutea lui (8.14) rezultă vom = const, adică centrul de masă (CM) al 
celor două particule este în repaus sau se mişcă: rectiliniu uniform, întrucît 


— pa 
forţele interne (F, -P nu pot influența mişcarea centrului de masă. Problema 
s-a redus astfel la mișcarea celor două particule faţă de centrul lor de masă, 
care se mișcă rectiliniu uniform, adică față de- SCM. sze oa 


“Introduceim. poziţia, viteza Şi acceleraţia, relative; ale particulei m; față 
de particula.m;:considerînd un SCicu originea în mysși în translație faţă: de SI :. 


— Da 0 id, = De (8:16) 


E pi ea ag 
r’ 


(în expresia vitezei relative și a accelerației relative am ținut seama de miş- 


carea prin translație a SC legat de m,, altfel ar apărea termeni suplimentari, 


de exemplu accelerația Coriolis), Atunci, 
AAA ig ER a 
> = > = 
MMV, = MF, MM: = — mE, 


Ji at ai Apoie 4 


i mym,(V, = 0a) = (m, + m)E, s 


F-sai ua = uD =ur =: CARI = (8.17) 


undey = m,m,|(M, + m.) este masa redusă a celor două particule.. Prin:urmare, 
în SC legat de m, și mişcat prin translație faţă de SL, mişcarea este descrisă 


de vectorul relativ î = r —+ T; al unei particule fictive de masă redusă u supusă 
la forța P trecînd prin m.. Problema s-a redus la mișcarea unei particule în 
cimp centrul, adicăântr-un cîmp de forţe care trec permanent printr-un punct 
dat — centrul forţelor (în cazul nostru prin m, == originea SC considerat). 
"Putem fóäïte bine considera mișcarea păiticulei u în SCM, cù vectorul 
de poziţie „i şi legea“ forței: F (fig. 8:55), ai d a TEAN 
Cunoscind r =r, obţinem imediat mișcarea fiecărei particule faţă de 
centrul de masă: ` 


ză i Pi oe ei N i ata 
0; = Mem = MT, F Marg, r = N — Ta 


de unde — p;o. : zii Bas Bi oa 


=, Ma > 3 m o? 


T L hR = t, 


ă (8.18) 
m + Ma: o myt Ma 


adică Ha sînt proporționale cu KON deci traiectoria fiecărei particule faţă de 
CM este asemenea cu traiectoria pariiculei fictive p. făță de ma. Traiectoriile celor 
două particule faţă de. CM sînt: asemenea și. 
între ele, dar particulele sînt situate mereu 
diametral opus faţă de CM (fig. 8.6). 

Dacă m, > m, atunci 


=L A Ma TomT, (8-19) 
1 -+ mama; Page 


adică într-o primă aproximație centrul de 

masă coincide cu m, (Soarele) în jurul 

căreia are loc mișcarea particulei p% m, ; 

(planetă), supusă la o forță de atracție, (sau Fig. 8.6 

respingere) exercitată de m. e A | i 
În raport cu SCM, ambele.corpuri'se mişcă în jurul CM comun, descriind 

traiectorii asemenea, conform lui (8.18) (tig. 8.6). 


u 


8.5. MIȘCAREA ÎN CÎMP CENTRAL 


ty 


8.5.1. VITEZA ŞI ACCELERAȚIA 


Fie o mișcare plană. Alegînd un SC. polare în plan (fig. 8.7), viteza se 
poate descompune într-o componentă radială v, și o componentă transversală 
va (perpendiculară pe raza: vectoare) : HAs pi 


i, sa e a a ad 
Ir =idr + ird i Hir —, (8.20) 
dr =i dr -+ jr d, di T r] FT 
pă > gor dr dð 
V =V Vol Vr FT T, W=r di =r, 
EET e 8:20) 


Derivatele versorilor sînt, conform figurii 8.7 (derivata unui versor este 
totdeauna perpendiculară pe versor, diferenţiala unui versor fiind egală în 
modul cu unghiul de rotaţie a versorului : | di] = 90 =|dj]): 


ge: ANI jasi 0a” (8.22) 


2 pa = 5 
(caz particular al formulelor lui Poisson cu œ =0 k, k = const), astfel încît 
accelerația este : 


Da rit ri+ rój + röj + rój = 
E — rO + (rd + 276) = ai + ai, (8.23) 


unde a, este acceleraţia radială şi ag acceleraţia transversală. 


4 


dj 


Fig. 87 


Observăm că acceleraţia transversală a poate fi scrisă astfel: 


A Ce [ a AO ii Do a 2 
a i - 20y" Q. 2 
= Ta ( a) î (70) E (8.24) 


Legea fundamentală a dinamicii se scrie pe compondhnte pt 
` ris po tepi : atr Eei Y 
4 


i 
ma = F — ma, = Fes mag = Fo, 


mp — r?) = Fr, m(rb + 200) = Fo. (8.25) 
mt mia 


8.5.2. INTEGRALA MOMENTULUI CINETIC 


În cazul cîmpului central de forţe alegem polul în centrul forțelor, atunci 
Fo =0, F, =F, deci şi accelerația este centrală, adică ay = 0. Aceasta re- 
zultă şi din conservarea momentuliii cinetic faţă de centrul forţelor. În adevăr, 


aaa  L=M CESSA = const, TX p.= mă... 


sii aci i { ELEA RERE Da 
(D L =2mQ = mr? = const 
(integrala momentului cinetic sau a ariilor) 


adică mișcarea este plană şi viteza areolară este “constantă (legea a doua a 
lui Kepler); 


Ò =rrô EL ela 0 
2 2 


sau . i : 1 
ăi ÎL = mr(r + 2r0) —mrag =0. —> a= 0. (8.27) 
Observăm că acceleraţia se poate pune sub.următoarea formă: ; 
2 2 p 
a = a L (1 LU) (I. Binet). (8.28) 
mer? Ur q0? ia 
eh 


8.5.3. INTEGRALA. ENERGIEI 


Ecuațiile mişcării se reduc la ecuația : 


ue “mr — r0) =F sau m =FR HE, (8.29) 
unde F’ este forța centrifugă : i Ba 
CON 2 d 2. , 2 
F = mb L 2 £ qy șa £ (8.30) 
mr? dr \ 2mr? sn AR 2mr? aia 


unde U’ = L?/2mr?° este energia (potenţială) centrifugă. Introducind forța 

BIG)! şi energia potențială’ corespunzżăťoare U'(r), problema se reduce la o 

problemă unidimensională în raport cur (partea radială a mișcării, în care 

se reflectă partea unghiulară a mișcării prin forța centrifugă F’), dacă forța F 

este funcție numai de pr. ii 
Energia cinetică este, conform lui (8.29) şi (8.26) : 


1 ş i 
E, nw? l m(r? + 1202) 
aa PA ep 
r E el inutil fi (8.31) 
2 , 2nu” 2 i i : 


n ape ome n ; etate auda „atât 
„1, Înntulțind cenaţia mișcării 
cinetice, obţinem: 


(8.29) cu de sau aplicind direct teorema, energiei 


' dete algot 
2 


z) Får = dW. (8.32) 


dE, =à ( Le pă i 
, 2 ; 


("Să presupunem acum că fortele sint” conservative,” atunci 
; i 


. Far = Fdr = — dU, ue) = È F ar 
A za - sia tt at d Gaa FER FA Br A tu N | i 
a ss AU + U) 0, EF-PU E Creonst, (8.33) 
WNA i mr? + FU =E = const 
GI) a E me (8.34 


~, (integrala energiei) 


"8.54, INTEGRAREA: ECUAȚIILOR e ie i ti 


Introdudem derivata lui r'in raport cu 0: 


f dr dra dr L „0 L de, (8:35) 
dt 49 dom: mr. r 


Atunci din (8.34—35) E pai 


E T; 


L dr L dr 


dd ==, 
mr: pri fâm(E — U) = LA] 


a MA 
Pea A Sr (8.36) 
VME- E JM E VU ru 


unde 


este energia þoteiițială în cimpul” 'cesitral di forţe. 


AI S e eta Rae sii 


d 


pa pia A 


8.6. PROBLEMA LUI KEPLER 


sk ie Ag 4 sM 


Să presupunem că a forele sînt atractive i invers propo: i 
distânţei. Acesta este cazul" atractiei 'gtavitaţ ale sati al: 
tice (legea lui Coulomb): 


eri pura (8.58) 
r 
În cazul gravitațional a =ymM, iar în azai electrostatic t =— ăia 


Conform $ 8.4,:probleima celor două corpuri se rednce'la problema miş- 
cării unei particule de -masă-redusă u-în cîmpul central-(8.38), deci la problema 
upidirmezielonală (partea „radială“ a mișcării) « cu energia potențială (fig. 8. 2: 
Urta te. i (8.39) 

E E T E, 


it Da) | 


Ecuația. (8.36)--devine.: i T = pia 
B E 
do = a z : E z 
Ze L aL a). 
y: $ y 24 t-Te | rT L 
A L m 
L 


0 = arc cos F Oo (8.40) 


VGE F pie 
Alagind originca de măsură a unghiului 0 astfăl încît constânta de integra- 
re 6 =0şi. introducîndnotaţiile ; 
0 polua e 1 F PEL uat TF 2Epla, - (841) 


obținem ecuaţia traiectoriei în coordonate polare : 


r= P oe Oee (842) 
1+ ecesôð 


Aceasta este ecuaţia unei conice (cu focarul în origine) cu parametrul p = bJa 
și excentricitatea e = c/a. Dacă e <l avem elipsă, e> 1 hiperbolä, e=] 


“parabolă. Pentru © = 0, r este minim (fig. 8: 9). Pentru 6 =D r =p. 


Bi 


Tig. 8.8 


Ecuația conicei (8.42) se obţine direct din ecualia lui Binet (8.28): 
LEJL (n): a 
i a sa r = F (8.43) 
pre ale - d0? ) i 


d9? r L a i 


Dar aceasta este o ecuație de tipul ecuației oscilatoralui armonic: (y” -+ 
+ay =0)7ṣi are soluția l 


1 ua : 
: z TE = A cos(0 — 6). -== 
Alegînd 0, = 0; 0 =0 va corespunde la r minim şi punînd constanta A 
a e 
sub forma A sr =— regăsim ecuaţia conicei (8.42) 
L p r i 


9 Pentru E <0 rezultă e <1, deci traiectoria este eliplică şi semiaxele 


c Cea 
=—, l = —, C= 2 
p = ze se imită (8.44) 
p [i — L 
4 = = — — D = = = 
1— e pe A Ve ONE (8.45) 
Cazul E <0 (dar ES Epin = — wo?l2[2) corespunde stărilor legate (în 


„groapa de potenţial“ a energiei potenţiale U -} U’ din figura 8.8). Pentru 
mişcarea planetelor A este periheliu, B.— afeliu. Semiaxa mare depinde numai 
de energie, pe cînd semiâxa mică depinde și de momentul cinetic. 

Din (8.26) prin integrare pe o:pericadă-a "rotației, obţinem perioada T : 


ds 


pb = Gi ara Das, 
di Li cl 
2u 2p wabo -r 
T S =T Ga 
Na RAE ja , l (8:40) 
By? 23 e a 
T? map, 4n’pa Ar 3 J 
3E? Ea i a nai >o „(8.47 


adică pătratul perioadei de revoluţie este: proporțional cu cubil semiazei mari a 
elipsei (legea a III-a a:lui Kepler), i: i i 


DUP. A MALVA A E a a 


“cula vine de la infinit cu viteză nenulă. Pentru E —0, rezultă e = 1, traiec- 


toria este parabolică şi particula are la infinit viteză nulă. 

Cazul E > 0 corespunde stărilor nelegate (în cazul electrostatic al ato- 
mului — stărilor ionizate). > 

În cazul cîmpului gravitațional, tvaiectoriile eliptice. corespund planetelor 
sau săteliţilor, iâr -traiectoriile: hiperbolice corespund''anumitor comete, care 
nu aparțin sistemului solar. i 

Am obținut mai înainte legile I și II ale lui Kepler (valabile pentru orice 
cîmp central). Ecuațiá (8.47) ne dă legea a II-a a lui Kepler : 


2 2 
a =ymM; T? gá clog x Ar. Asus == const: añ. (8.48) 
X A yo m+ M y Mo m 


' Piin urmare, legea a IfI-a a lui Kepler (3.1) nu este riguroasă (constanta 
depinde de “masa planstei). , : 


3.7. CIMPUL GRAVITAȚIONAL ȘI POTENȚIALUL 
ni „GRAVITAȚIONAL i si e: 


„i: Interacțiunea gravitâţională â două corpuri se realizează prin intermediul 


cîmpului gravitațional. Fiecare corp „creează“ în jurul său un cimp gravità- 
tional şi de asemenea suferă acţiunea cîmpului gravitațional „creat“ de alte 
corpuri. Cîmpul gravitațional reprezintă manifestarea unei stări deosebite a 
¿mediului sau a proprietăţilor. deosebite ale spaţiului și timpului. 


8.7.1. OIMPUL GRAVITAȚIONAL, iinis, 


“ Ialonsiiatta ctiiipului: grăviațional Se: definește prin raportul“dintre forța 
iat ID MA ADA CUI ta e ia fai ti 5 Feo DOP 
TF exercitată asupra unei.particule punctiforme de probă “şi masa acesteia m : 


3 
adt F 2 


d Bi mb: 


; (8.49) 
m E 
Definiţia este analogă cîmpului electrostatic (E= Flo), miucind rolul sarcinii 
gravitaționale (masa 'gravitaţionălă său grea sau, încă, masa graviftică). Gon- 
. Au 2 i Si Pai x 
form legii fundamentale a:dinamicii: F = ma, unde m este 'masă inertă, dar 
în virtuțea egalității dintre masa inertă şi masa grea, rezultă:că o particulă 
m supusă numai cîmpului gravitațional Î va căpăta o acceleraţie egală chiar 
= Ana IRA po agreata, bla an alia E mima A PENN 
cu I, independentă de masa sa m, de natura substanţei, de dimensiunile sau 


de forma sa : 
pe e AA m ae Hi feri sa i Da Pute 
- > a A 


F =mľ = ma, =Ï. (8.50) 
‘Ty particular rezultă de-aici legea cädeñi corpurilor în vid «i = 9. 


"173 


"+"Câmpuliereat de o masă punctitormă rezultă diù Tegea atracţiti universale : 
i Eni Pa A SAN ta dă e Anat IRA pa Pe ei 


„3 


„unde semnul minus indică, caracterul atracțip.al.cîmpului. s ORO AE 
, Energia poteņfială a, unei, particule m în: cîmpul gravitațional al; particulei 
M este i i 2 aaa : 


Kii camee a uan iak sani MEA 
dy RaR u= app, 
i r 


(8.52) 


í œ 
ART Ehi 


cîmpul gravitațional este: deci un cîmp .conserbaliv, Această energie este în 
acetași timp şi energia potenţială a celeilalte particule M în cîmpul lui m, deci 
este energia de interacjiune a. câlor două particule : proporțională cu produsul 
maselor lor și invers proporţională cu distanța dinite ele. - ii pia 


„8:7:2. POTENȚIALUL, GRAVITAȚIONAL, 


Potenţialul cîmpului se definește :prin! energia potenţială a particulei de 
probă raportată la masa acesteia sau altfel prin lucrul mecanic efectuat de 
forțele -cimpului: pentru a deplasa. particula: mlái infinit; împărțit la masa 
„acesteia, ,, ET PR apa IT g a i a IE a T eat 

"- În “cazul, unei mase: punctiferme M 
ARNE 3 si i e 


ohod 


Pana ey en ie 18.53) 


m r 
(diferența de potențial între două puncte 
este: mirius' lucrul, mecanic“ al cîmpului 
între aceste puncte). Liniile de cîmp în cazul 

„+48,03) sînt radiale, iar suprafețele echipoten- 
ţiale sînt sferice (fig. 8.10) (liniile de cîmp 
totdeauna se termină pe părticule). : 


8.7.3. ENERGIA DE INTERACŢIUNE 


- Energiă. de- interacțiune a, ‘două parti- 
cule m, ` Ma se. scrie:acum + A T 


ia a a pat Us yam ru sl i 
Fig. Si o r RE 2 aP, 
eag j ť RN 1 a Si 

ma ( Y =s) E mV, 4 3 Ma Ve Liei 


(unde V, este potenţialul gravitațional în punctul m,) și pentru un sistem de 
; particale : ' LE i 


EMV e acne EPRE E (8.54) 
în 3 


(unde V, este potențialul gravitațional în punctul m;): sau în cazul distribu- 
ţiei continue a masei: 


~y sol rage e (8.55) 
Energia de interacţiune a unui sistem se Tir cer i a 
bat, intă energia « ătură a sistemului, adică en 
bat, reprezintă energia de legătură a sis lui; adica energin neceiana Penine], 
a istemul în particulele componente, îndep ; t b 
EEA E aa trebuie efectuat impotriva fortelor de coeziune pei i 
a desface sistemul, sau, în stirșit, este energia degajată la ormarea ist ii pina 
din particule libere aduse de la infinit. (Particulele libere nu po 


ină i 3. energi ătură a unei 
legată, decît dacă se elimină energie.) Exemple :: energia de erm Ep 
molecule este energia necesară pentru a desface 'molecula a i agil 
i jo i ătură i este e 
ia“de disociaţie) ; a de legătură a unui atom a « 
(energia “de disociaţie) ; energi: i a ; se 
o à i i ătură ucleu este energi 
ă ; energia de legătură a unui nucleu e onere 
zare completă a acestuia ; en i leu esl i-ai pa 
sâră. pentru. a descompune nucleul în nucleoni (m apoipion si cu. eee 
masă) ; eiiergia de legătură a unui solid este căldura de sublimare etc... „„ 
; t 


8.7.4.,CĪMPUL ȘI POTENȚIALUL GRAVITAȚIONAL 


y nA ni 
i e i 


ceca ce coincide cu dimensiunea accelerației; | 


857 - 


zi [kg = m? s2-în ST, 


ceea ce coincide cu dimensiunea pă: > 
ARRE : 

tratului vitezei. e e a A 

‘Legătura dintre cîmp şi-potențial i 

re forță şi energia îi 


Cîmpul este: perpendicular pe Suprafețele gchipotenţiale şi îndreptat în sensul 


par aceasta este o ecuație de tipul ecuației oscilatorului armoniei: (y -+ 
+a°y = 0)"şi are soluția 
. 1 pæ : 
Toi - a e ANa: 4 -= 


Alegînd 6, = 0, 0 = 0 va corespunde la r minim şi punind constanta A 


pa e i Ă 
sub forma A =e = =— regăsim ecuaţia conicei (8.42), 
P 


uoo oaol Mg 89 


a) Pentru E <0 rezultă ex 1, deci traiectoria este eliptică şi semiaxele 


sint 


b c "r 
ini 39 e s 2 E] 
p => uit af EF, (8.44) 
Pap ei e pe Dai PR, DENY ya RE EEG (8.45) 
1—e 2E A = gE i 
Cazul E <0 (dar ES Epin = — po?12[*) corespunde stărilor legate (în 


„groapa de potenţial“ a energiei potenţiale U -+ U’ din figura 8.8). Pentru 
mişcarea planetelor A este periheliu, B.— afeliu. Semiaxa mare depinde numai 
de energie, pe cînd seimiaxă mică depinide și de momentul cinetic. 

Din (8.26) prin integrare pe o.peridadă--a'rotaţiei, obţinem perioada T: 


(8.46) 


(8.47) 


adică nă/ratul perioadei de revolutie este. proportional cu cubul semiaxei mari a 


b) Pentru E >.0, rezultă e > 1; deci traiectoria este hiperbolică şi parti- 


"cula vine de la infinit cu viteză nenulă. Pentru E —0, rezultă e = 1, traiec- 


toria este parabolică și particula are la infinit viteză nulă. 


"Cazul E > 0 corespunde stărilor nelegate (în cazul electrostatic al ato- 


mului — stărilor ionizate). ; i 
În cazul cimpului granitațional, taiectoriile eliptice, corespund planetelor 


'sau sateliților, iar -traiectoriile: hiperbolice corespund anumitor comete, care 


nu aparțin sistemului solar. 
Am obținut mai înainte legile I și II ale lui Kepler (valabile pentru orice 
cîmp central). Ecuația (8.47). ne dă legea a III-a a lui Kepler: 


2 2 
E 1 [i i ra = const a’. (8.48) 
y mhM o yM. tei 


a =ymM ; T? = 


pin urniare, legea” a III-a a lui Kepler (8.1) nu ește riguroasă (constanta 
depinde de masa planetei). , . : 


3.7. CIMPUL GRAVITAȚIONAL ȘI POTENȚIALUL 
: GRAVITAȚIONAL . sia aa 


i 


«<. Interacțiuneà gravităţională à două corpuri se realizează prin intermediul 


cîmpului gravitațional. Fiecare corp „creează“ în jurul său un cîmp gravita- 
tional și de asemenea suferà acţiunea cîmpului gravitațional „creat“ de alte 


corpuri. Cîmpul gravitațional reprezintă manifestarea unei stări deosebite a 
mediului sau a proprietăţilor. deosebite ale spaţiului şi timpului. 


8.7.1; OIMPUL GRAVITAȚIONAL e. 
imputi gravilaționăl se; defineşte piin raportul” dintre forţa 


x 


T exercitată asupra unei.particule punctiforme de ;;prebă“işi.masa acesteia m : 


poran a: 2649) 


pei bd RI PN ii 
Definiţia este analogă cîmpului electrostatic E= Flo), mjucind rolul sarcinii 


gravitaționale (masa 'gravitaţionălă sau grea sau, încă, masa gravifică). Con- 
form legii funda mentale a.dinamicii : E = ma, unde m estă masă inertă, dar 
în virtațea egalităţii dintre masa ineită şi masa grea, rezultă:că o particulă 
m supusă numai cimpului gravitațional î va căpăta o acceleraţie egală chiar 
cu Ë, independentă 'de masa sa m, de nafura substanţei, de dimensiunile sau 
„de forma sa: 


Ë =m? =mi, a =Ù. (8:50) 


‘fi particular rezultă de aici legea căderii corpurilor în vid E =g). 


"8.8. FLUXUL CIMPULUI GRAVITAȚIONAL 


8.8.1. UNGHI SOLID 


Un element de suprafaţă 'd$ se reprezintă printr-un vector perpendi- 
cular pe suprafaţă și de modul egal cu dS (fig. 8.12), 

Flizul AQ al cimpulúi Ñ prin acestielmient d$ se defineşte prin produsul 
scalar: =- 7 en ERARE ER E TEGO 


ap fi AS =T dSicos'a. să Ty ds 


a arii 3 


PAS, o e 6.59) 


Sha cz aua n, Te că 
Rig Baa 0 TFI Bia 
adică la flux nii contribuie. decit coinponenta: normală: Dia: cîpului:sau'pro- 
iecția ariei dS pe planul normal la cîmp. |. . 
“az Fie un con oarecare cu yirful în 0O (fig. 3,18), m i 
* Se numeşte unghi solid sau spațial, definit dejun con, raportul dintre aria S 
interceptată de con pe o sferă cu centrul în virful conului şi pătratul razei sferei : 
air S i tit oa gen 
i 8 tami bi i 
Unghiul solid nu depinde. de raza sferei alese și coincide numeric cu aria inter- 
ceptată pe'Stera de rază unitate.. Unghiul solid se măsoară în steradiani (sr). 
Unghiul solid elementar -dQ sub cară. se vede din:origine un; element de 
suprafaţă d5 este evident-(fig. 8.14) :... 


Pa pa? CONE 
; AR ae 


SRO. 


De R 


d% T Je oree 


Unghiul solid sub câre se vede dintr-un punct un semispaţiu este evident 
2x R?/R? = 2r; iar unghiul solid total din jurul unui punct este 4n R?/ R" = 4v. 


"88.2. FLUXUL GRAVITAȚIONAL 


Să calculări fluxul total al cîmpului creat de o sarcină punctitormă m. 
Înconjurăm particula cu o suprafață închisă oarecare şi considerăm un element: 
de suprafaţă d$ cu normala orientată. spre exterior. Fluxul clementar prin 


acest element va fi (fig. 8.14): 


ip ag ip (5), 22 
Frejs E Aaa E ze Aa i apa 


- yh AQ; (8.52) 


unde 


adică este proporțional cu masa particulei şi cu unghiul solid sub care se vede 
acel element de suprafaţă din locul unde se află particula m. Integrind pe toată 
suprafaţa, rezultă : . p T 


d =$ Paf =— ym dQ = —4aym (8.63) 


= „Fig. 8.14 
otri Ri wa 


i 


Semnul minus arată că fluxukeste îndreptat spre interiorul, sferei (particplele 
m sînt „izvoare negative“ de flux : liniile de cîmp se termină pe ele), ai 

„ii: Dacă:particula: arfi fn exteriorul 'suprateţei: încliise, atunci fluxul totál 
prin acea suprafaţă închisă ar fi nul, deoarec& pentru fiecare:element de:supra- 
față există un al doilea situat în acelaşi unghi solid elementar, astfel încît 


„cele două fluxuri elementare sînt egale în modul și de sensuri opuse. În inte- 


riorul suprafeţei închise nu avem izvoare și toate liniile. de cimp care intră, 
ies. anh ar aO a a Ai reo EERI ALE Die i 

Dacă avem mai multe particule, atunci însumind contribuţiile lor rezultă 
(teorema lui Gauss) : i 


o =$ Pas — 40 Sim = — 47 M, (3.64) 
k : 
unde O 0 0 | Aaa e Aa 


ii di (8.05) 


E 


Saly i 


este masa particulelor. din: interiorul: suprafeței ‘închise considerate: 


3.8.3. ECUAȚIA LUI POISSON 


În cazul distribuţiei continue a masei, integrala pe suprafaţa închisă 
din (8.65) se poate- transforma .(în anumite, condiţii, de continuitate și deriva- 
bilitate) în integrala de, volum (conform unei teoreme a lui, Gauss): .. 


§ Pas =fdivT av, 105 cr 600) 
E i4 -k 


dv P =r, ÊT, ÊT, = a;l, t 0 daf (8.67) 
da 2y dz 


unde divergenţa vectorului Ti este prin definiţie scalarul : 
3 


" Combinînd cu (8.65) rezultă i 
È div Pav = — dry (e dY sau div Ñ = — Arye (8.68) 
Y . v EA 5 


(votu mul V fiind arbitrar) şi introducînă potenţialul V (8.58), obţinem ecuația 
lui Poisson :. 
aV EV EV 


© lapV=4AV = nyp, 3.09 
{ y E da ay g az i e ca. 
unde lap f sati Af este laplaceanul (operatorul lut Laplace) : 
mpa afp dp f [a de 2) 
la A , H E= Ih 
LA Ant = rap că az: (3 "app! az i 
2 2 2 i 
PRR IERI iii E, (8.70) 


dat dp az 


a masei şi condiţiile: 
BE Peniti 


E dl fo iu E i Eyi 
“8.9. CIMPUL GRAVITAȚIONAL AL UNEI SFERE OMOGENE `». 


“pm a "i 


i Bă i noi 


8.9.1. CIMPUL ȘI POTENȚIALUL: 


Să calculăm cîmpul gravitațional al unei sfere omogene (sau formată 
din pături omogene) de masă m și rază R (fig. 8.15). Ín virtutea simetriei 
sferice, cîmpul este:radiul şi: dependent; numai de ri 

a) În exteriorul sferei teorema lui Gauss ne dă (integrăm pe sfera de rază r, 
ţinînd seama; că: D'estezradiăl şi;constant pe:această sferă) :- ee PRE 2 


o =T a3 =$ Pas =P gs = mem] T = — re 


(8.71) 


oniogenc îii exteriorul ci coincide 
ESI A 


Prin'urmare, cimpul gravitiţional at unei ste 
cu cîmpul 'ăhui punet material de masă în Siiuat în centrul sferei“ 
i: ta fel, expresia (8.53) a potenţialului se aplică și în exteriorul unei sfere 
omogene, i : i 


ft 


a 5) În interiorul sferei :omogene, aceeaşi teoremă 'pe dă =: 
Tar? = — 4mejm, Arie AF paa a mp Pi LE gn i 
; STAGE T T DEEE SET 


unde m;'este masa sferei de rază r, interioară față de punctul ales. .: i ) 


pI a ge 7 


Hiperbolð 


F "Fig. 815 i OSO Fig 86 
La suprafața sferei cîmpul este maxim în modul, spre exterior scade invers 
proporțional cu pătratul, distanţei: de la. centrul. sferei, iar în interior este 
proporțional cu distanţă pînă lă! centru; (fig. 8.16). ` 
Pentru o. pătură sferică omogenă cîmpul în interiorul cavității este nul, 
deoarece în (8.72) membrul drept va: fi nul. i 
Potenţialul în iziterioriul unei sfere ginogene este 


o0 R % 
fu Chole i 
V: | 1 Ar = ii - Fer) dr 4 || ~y n ) dr = G 
aon aingi EPT Da 2 
„ti, r : Rr, d be de 
lym’ 3 ym 1 ym r? i 
r a 
2R 2R 2 R (2 zale joi Pa 
În centrul sferei (r = 0) potențialul va fi 
j | E vad 3, m 
esT Y : (8.74) 


8.9.2. ENERGIA, POTENȚIALĂ GRAVITAȚIONALĂ 


Energia potenţială gravitaţio ă i 
, a pial țională a unei sfere omogene se calculează 
ajutorul lui (8.55): - 5 oi se 


dm = pâna? dr, U fam: me (3 E) a apa Stă 
ii Sh 3 ri i R REJ. 5 R 
(8.75) 


Energia potenţială (8.75); luată icu:semn schimbat, reprezintă energia de 
legătură gravitaţională, adică energia necesară pentru a împrăștia particulele 
sistemului: lă infinit sau, altfel, lucrul mecanic care trebuie efectuat împotriva 
forțelor grăvitaţionale pentru a desface sistemul în materie difuză împrăștiată 
la infinit sau, în sfirșit, energia care se degajă la tormarea sistemului (prin 
acţiunea forţelor gravitaționale). din materie difuză împrăștiată Ja. infinit. 

Astfel, energia de legătură gravitaţională a unei sfere cu masa m = 1 kg 
şi diametrul 2R = 10 cm, este —U =8.107 J. 

Dacă raza sferei scade, energia potențială scade (creşte în valoarea abso- 
lută). Diferența de energie potențială se transformă în căldură. Astfel se ex- 
plică în parte (Kant, Laplace, Helmholtz) incandescenţa stelelor, presupuse 
formate din materie cosmică foarte rarefiată, prin contracție gravitaţională 
(restul energiei provine din reacţii nucleare). ` 


8.10. ACCELERAȚIA GRAVITAȚIONALĂ. , 


a) Considerînd Pimintul sferă omogenă sau format din pături -sferice 
omogene, putem aplica formulele de la punctul material. Fie M, R masa şi 
raza Pămîntului, m:— masa unui corp la altitudinea h. Atunci, 7 


M sM ` -© M yM 
Tape se Vy ar 
o i (RARE ra o Rth 
(8.76) 
Er A 
Aai i | 
yM ine. UI wg 
= e mie SL 3.78 
s= Tara PTE e 


PE e . EEN ie. rd mi A . A 
unde go este accelerația gravitaţională la: nivelul mării. Cîmpul gravitațional 
terestru coincide cu vectorul accelerației gravitaționale. . 

Pentru înălțimi mici deasupra solului (h < R) avem aproximativ : 


a E an | noire Îi 
OmV mM 3; mM(R z Îi) i 
i RE e put eul 
mM mMh , 
gs — = "+y. o const + Mmgoh ; (8.79) 
aog oi A a RAA oipe a 
E - wg iz pentru h a R 8.30 
A LA ear a A pie NE lu 


În 1930 a fost adoptată următoarea formulă pentri ` gl — låtitudinea, 
k — altitudinea în metri) : Eri nei , 
g = 978,049(1 -+ 0,0052884 sin? p — 0,0000059 sin 26) — 0,0003086 h, cm/s. 
(8.81) 


fe 


practic nu variază. Precizia. măsurăto- 


b) Cunoscînd y, R şi: ga putem calcula ămi i di 
Eni lan ge P a:masa Pămîntului din (8.78), precum 


M= gafe = 610kg, (= z = 5,5 glemi.': - (8.82) 


În realitate, scoarța terestră a i 5 | 
alitate, scoarţa re o densitate de 2,5 g/cm’; de unde rezultă că 
densitatea i dir terestru trebuie să fie mai mare de 5,5 g/cm? acu 
nergia de legătură gravitaţi ă a Pămîntului! rezultă din 
Iys ep pă ură gravitaţională a Pămîntului! rezultă din (8.75): 


Pentru o variaţie mică a razei, obţinem din (8,75) prin diferenţiere : 
3 m AR 


AU 3 za AR U PN (8.83) 


Dacă raza terestră s-ar micşora cu 1 m, prin contracție gravitațională a 
globului, ar rezulta o energie 


— AU =3,5-10% J 


de peste un milion de ori mai. mare decit rodig ia mondială ă ă 
pes „i i a ă, anual: 
de energie electrică (3100 J)o 0, p i is si tei iai 


Masa Soarelui M se poate, calcula din (8.48) : i 
4m e 

Me = 2-10% KE; unit 839 

unde a = 149,5-10° i ă — ii i 
af Pamintului i distanţa ci Soare și T perioada de revo- 
c) Acceleraţiu gravitațional „terestră "Variăză, pe suprafața! Pămîntului 
datorită denșităților, diferite ale, straturilor, geologice (pe aceasta se. bazează 
și o metodă de prospecţiune geologică pe baza anomaliilor gravimetrice). 
Variaţiile lui g se pot măsura cu ajutorul barometrului universal al lui M. V. 
Lomonosov (1757). (fig. 8.17). -În balonul. A este aer, iar în balonul B este 
mercur, deasupra fiind yidul barometric. Aparaţul, este menţinut la 0°C (într-o 
cuvă cu gheaţă şi apă în echilibru ter. 00000 
mic). Temperatura aerului din A fiind 
constantă, se aplicăclegea Boyle-Ma- i, 
riotte pentru transformarea izotermă H 
PV.: == const. Presiunea p este însă echi: 
librată de coloana, de mercur.: p. = pgh. 
Dacă g, y; piază, Mariază p, deci şi vo-. 
Iuiul aerului, din 4, deci meniscul M., 
se, deplasează, în tubul, capilar, , Deoa- , 
rece suprafața S este foarte mare, [aţă 
de secțiunea capilarului, înălțimea h 


rilor este foarte mare. , pu Fig. 8.17 


8.11. SATELIȚII ARTIFICIALI > . 


Sateliții artificiali se supun legilor mișcării ale lui Kopter, Considerînd 
pentru simplificare orbite circulare, avem.: 


2 : i 2 
IMM - TER mu Aaa R (8.35) 
ec (REDE a RERI AS RER 
de unde , iv teza şi perioda Satelituliii + | ie a E i i 
"a -9o S 
n W= R +h) -= RI — A, 
VARF | a 
La b (8.86) 


pe REN E LEET 
i! v Pri Ro. gi 
La nivelul mării rezultă (prima viteză cosmică) : i 


A/S x 7,9 km/s, Ti = 2 /Rlg = 1 25 min. (8.87) 


’ Pentru a'putea părăsi definitiv cîmpul de iatracţie terestru; corpul trebuie 
să aibă o energie cinetică cel puţin egală cu energia sa potenţială sau cu lucrul 
mecanic efectuat împotriva forţelor de atracţie :' 


æ] 


` 2 ET $ ` k 
T =mgpR= f rfar, vi ae Am ua E, (8.89) 
i s 


l 7 ai Saci Muta at a E 


ra îi 
— cea “ae: a "Jona viteză cosmică. 
Există și 0a treia viteză cosmică, necesară corpului pentru a putea ieşi 
din cîmpul gravitațional al Soarelui, „deci pentru a părăsi sistemul solar şi“aieși 


în spațiul, cosmic, interstelar (între 13 și Ara km/s, 14 lasarea dé’ ipe Pămînt). 


w 4 


„.8.12. MASA INERTĂ ȘI MASA GREA. 
"PRINCIPIUL ECHIVALENȚEI 


8.12.1. MASA INERTĂ ŞI MĂSA GREA " 

În legea fundamentală a „dinamicii intervine masa inertă sau inerţială 
mi; a corpului, adică măsura inerției sale, a tendinței corpului de a-şi păstră 
starea de mișcare rectilinie uniformă, şi de a se opune, reacţiona, la forţe apli- 
cate. În legea. atracției universale intervine masa grea sau gravifică (gravița- 
țională) mg a corpului, adică proprietatea! masei de” a genera un cîmp gravi- 
tațional şi a suferi influenţa uini cîmp gravitațional : 

i 5 dz ME ea RAT, TER a 
A Poc mat, > (0.89) 
r E i i 


4». „Aceste legi fiind independente, s-a pus problema dacă masele- inertă şi grea 
sint diferite sau reprezintă o aceeași : mărime fizică. Experiențele de mare 
precizie ale lui Eötvös au arătat că cele două mase-sint: proporționale, şi în 
unități adecvate (de exemplu, în SI); sint egale (primele. experienţe au fost 
făcute chiar de I Newton). Experiența lui Eötvös se bazează pe. faptul că 
greutatea aparentă a unui corp este: egas. , : 

T3 în modul cu tensiunea din firul de 
suspensie (fig. 8.18) măsurată de exem- ! 
“plu cu un dinamometru. Direcţia firului: 

de suspensie.. nù coincide „cu direcția., ; > 


EE 
mA Acoste 


razei terestre. În adevăr, tensiunea. T i 
din, fir, compusă cu forţa de atracţie gra- ; 


vitațională mag, 1 în care intervine masa 
grea, trebuie să dea forţa rezultantă 
centripetă (din cauza mișcării corpului :.. 
pe cercul paralel odâtă cu rotația diurnă .., 
a Pămîntului), mo’ 2R cos E (conform 
legii funda mentale F = ma), în care 
“intervine: masa incertă; ` 
“Pentru unghiul de deviere a rezultă : ii 
a= „mot cos psim o 0e. 
"Mao = na? e tosg f 
; OR cos că sin g: 


Tie sis roi 


"Dacă mase]i Ti, g sînt proporționale, “unghiul a va fi același pentru toate 
Mor (adică idirecţia! firului de suspensie răminé invariabilă dacă Schinibăm 
corpurile.. suspendate), „ceea ce este, confirmat, de experiență.: Prin: iirmare, 
rdia. şi gravitatea: sînt, roprietăţi. ale. unei mase unice, :; . . (dau 

$; sar, putea construi n, sistem, de; unități, „gravitațional în: care y 
Atunci. „dimensiunea orţeii ar fi ș, : ni ris 


ja 


cîmp gra- 


vitational P capătă o dccelêratie a a È independentă å de masă pärticulei. 
Pe: dă altă parte, o particulă izolată, coúsidérată într-un, SR neinerțial, care șe 
depiaseaz i cu'accelerați 


REE 


EAE a 
are o "acceleraţie = ai independentă de masa particulei. Fie, "de: exemplu, o 


œ fată de-SR inerțiale, ; se comportă analòg, anume 


rachetă care'se mișcă în spaţiul interastral, departe de stele, astfel încît cîmpul 
gravitațional să poată fi neglijat. Cît timp racheta se mişcă rectiliniu uniform 

faţă de SR inerţiale (de exemplu, SR' astronomic, legat dè stelele „fike“), 
toate obiectele din rachetă vor: îi în stare de „imponderabilitate“ x În poziţii 


inditerente, fixe, faţă” de rachetă. Dacă racheta, capătă, o. acceleraţie a faţă 
de SR inerţiale, toate obiectele din interior ul ei vo cădea“ „cu, ‘accelerația 


—a, corespunzător forței complementare; F, „ma. Dar, în: acelaşi mod 
s-ar comporta corpurile din interiorul rachetei, dacă, ea s-ar: :mișca-iinerția? 


și în schimb ar acționa un cimp gravitațional omogen T = — T generînd forța 


de greutate P =m = F.. Nici o experiență iii interiăzăl: rachetei 
n-ar putea “distinge dacă ne aflăm într-o! rachetă în miscare ac&clerată faţă 
de SR inerţial sau ne mișcăm inerţial riep stele)::¢ dar: ne; aflăm intr-un 
cimp ea laai echivalent, 


apata; o acceleraţie Pi = 


cohorte obiectelor într-un SR neinerţial-în mișcare:cu i acceleratia a este 
identică, după cum am văzut, ću compor tarea, lor: într-un: SR- inerţial în care 


ar acţiona un cîmp gravitațional a, care tocmai compensen gmpui gra- 
vitaţional dat în care se mișcă liber racheta, Ca rezulta le din inte- 


inerţial și în absenta cîmpului grav iti tale ‘Prin urmare onsiderind. mișcarea 
față de un:SR .neinerţial mișcat adecvat, putem „anihila“ (local) cîmpul 
gravitațional. Un alt, ampin celebrin este, „miftu mi, Pins in“ Dacă, liftul 


E 0 


cade. liber easel 


Reimo dacă liftul este tras vevtical t în sus-cu astelorațiă d, toate! ob actele 
din cabină devin de două ori mai grele, ca și cum lifta ar'sta' pelot și cimpul 
a a Ala s-ar dubla. i 
‘Comportarea identică à corpurilor ` într-un cîmp ; gravitațional și într-un 
SR neinerțial. constituie principiul , echivalenţei dintre, gravitație, şi, inerție 
(dintre fortele de! gravitație şi forţele d inerție). Acest principiu rezultă din 
„egalitatea dintre-masa-inertă și. masa grea: și stă Ja baza teoriei relativiste a 
gravitaţiei (teoria generală a- relativităţii ceaţă de A. Einstein în 1915—1916). 
; Trebuje. însă. observat-că echivalența amintită are -caracter “local (pe: in: 
tervale mici de spaţiu şi timp) şi nu global, cîmpurile gravitaționale reale fiind 
totdeauna neomogene. 


Problemă rezolvată, O navă cosmică de masă M = 12 t se mișcă în jurul Lunii pe o orbită 
circulară Ja altitudinea. Jr== 400, km. Pentru a trege pe orbita de aselenizare se conectează pentru 
scurt timp motorul. Viteza de ejeectare i gaielor w= : 10 km/s. Raza Lunii Ri- = d 710 km. 
acceleraţia. căderii libere ia . suprafaţa: Lunii: a= 16: mist +... ir de 

a) Ce cantitate de conibustibil tre uie consumat pentru ca, prin conectarea motorului în 
'regim de frinare în punctul A al traiectoriei nava' să aselenizeze în punctul B (fig. 819, a)? 

b) Ìn a doua variantă a aselenizării, i se comunică: navei, în punctul, A: un impuls. indrep- 
“tat spre centrul Lunii pentru a o trece pe o orbită tangentă la Lună în puncțal, C (fig. 8.19, wD 
:Ce cantitate; de combustibil, trebuie consumat: în acest. caz?-:: t ma ž 


Fig. 8.19 


Rezolvare. a) După impulsul de [rinare, nava are viteza Da în același sens cu viteza ə 
de dinainte. Conform legii lui Kepler nava se va mişca pe o elipsă cu centrul Lunii în focarul 
elipsei și cu virturile elipsei în A („apogeu“) și B („porigeu“%). După încetarea funcționării mo- 
torului scriem ecuaţia conservării energiei mecanice (cinetice și potenţiale) şi a momentului 
cinetic faţă de centrul Lunii (pentru punctele, A, B); 


(at — moi, — ap EUL = L (ag moog = y MĂ = mo, 
2 O Rp H PA R; 


(M — mot + h) = (M — MeRi 
Din aceste ecuații obținem ; și 
SR =]f2 y MR, 
i n F OR PO 
imde am ținut seama că g= yal IRE 
Viteza inițială a navei se obţine din legea fundamentali s 


a KANEPE PE “a tH Tn F 


vY 


MAL Mo: ~m, i 
E O E s D= y t =R, zi, 6 raje: 
Yrs A Rh Y RHA TA” 


Seri idii conseryară impulsuliii în „Procesul, de frinare,: 


Mo = (M — mva + Me(v + u) 


de unde 


(M — ma (o — và = mii. 


Dar yi thr Azi Rora à pi 
v= oa = Ralf I --Ț 2R; J=- i Gå 
Rith 2R, + h . KLF IAR j- 


p3 zf ir îi =» l x2 as 
AA E Ip ie 4R; AR, 


R 


în sfârşit, 


Se poate folosi direct- formula Iui Meşcerski : P 


pi A N 1 i a Pee cai) Ta 
D— Da aa dl ulm gumjt-t =) E Ee 
"M e, > La mM ri 7 


b) Scriem coriseryarea energiei : 
` Mi (M-— m) 
` 


BAM — m) i ia mgng T yA 
Re+ h 2 e Ri 


AS 


2 (a = “moi 


ui = 02 + ot, 


unde v, este viteza imprimată radial către centrul Lunii. 
Scriem conservarea romentului cinetic (faţă de centrul Lunii): 


(AL — moo(fRi + h) = (M — MPR 


unde componenta v, nu contribuie cvident;la momentul cinetic, 
Din aceste ecuaţii obţinem: 


st n Salf =t wai mp. : n 
cE rea i pa SA 


Din conservarea. impulsul pe direcţia radială, avem i: 
0= (M - moher = "mi 


a N au 


a Ma 145 kg. 
iaz u 
sia edi 


PROBLEME 


8.1. Să se calculeze cîmpul gravitațional T al unui inel subţire de masă m și rază R, la 
o distanţă z de'centrul inelului, pe axa acestuia. La ce distanţă cîmpul este maxim şi ce va- 
doare are? 


d rr 2ym 

R T>=ym iig RIVZ; T Ys ` 

Ra jo 3Ry3 T Gi ié jar ` 

9.2. Două sfere omogene de raze Ru i şi masce m, aflate la distanţa l dintre centrele lor, 

pornesc din repaus sub acțiunea forțelor de atracţie gravitaţională. Cu ce viteză relativă se 
vor ciocni ele ? 


1 1 
R D, == 2 O cata je 
1 / won, + mi) [ ETT r): 


8.3. Două particule de mase My,» aflate là distanţa ? dintre cle, pornesc din repaus seb 
acțiunea forţelor de atracţie gravitațională. După cit timp se ciocnesc ele? 


o i | AES i 5 $ 
xia Ep l ESS 
2 mp ms) i 
9.4. Un corp este aruncat “vertical în sus de ja suprafața’ Pămintului cu viteza iniţială v 


Neglijind rezistenţa aerului, să se afle la ce: înălțime maximă se ridică corpul și timpul de 
urrare (se ţine seama de variaţia lui g cu altitudinea). 


bă Poly ZR v, 3 aR arcsin == | + 
2gR — v 29R — o? V2gR — vi VIR 


R, haos = R 


8.5. Un corp de masă mr cade de la- inäilfime mare h, fără viteza: inițială. Neglijiud. rezis- 
tenfa aerului, să se afle energia cinetică cu care ajunge corpul la suprafaţa Pămintului și timpul 


da cădere. 
"D 
pisi (R +h) ra) h_|, 
eT R i ERER A 


iming — Soare RS = 
50. "10 km şi unghiul sub care se vode de pe e Pămnt discul solar œ =;32', să se calculeze 
accelerația gravitațională de, cădere liberă, Ja suprafața Soarelui, , 5 


FA Tón i i 
R 9s X T a Ra Z 270 jait, 
LA 


8.7. O planetă daszrie o elipsă cu excentricitatea e. . $tünd viteza V a planetei a peri- 
heliu, să se afle viteza eila areliu. E 


Roh A 


1 +e 


8.8. Pentru mişcarea unei planete în jurul Soarelui pe o'clipsă cu semiaxa mare egală cu a, 


1 e 
să se arate 2 Îsi ii M — 
căi a) vt=yM £ Ai L Dn = -| va) o; Vom = Vw unde v,a sint 


$ 4 


vitezele la extremităţile unui diamətru al orbitei şi va = Piran Hg Fi 


e pper ennn 
2ar 27, ar „e it 


a. 10. Pentru mișsarea unei planete pe o orbită eliptică, de excentricitate e și parametru p, 
să se deducă ur:nitaacele formule pentru componentele vitezei + 


respectiv 


respectiv fo. e 2) $ 
p = 


3.11. O cometă'se mișcă pei o otbită' parabâlică! 'de parämetru p. “Li” Përihetii vitėza el 
esta v. Să se afle viteza cometei la distanţa r de Soare. 


Pp 
x. ae A 


--. 8.12; Să se arate că la mişcarea în cimp central, enët: 


a cinetică se poate serie sub forma í 


r= |i + (200) | 
2m|r: - 40 
8.13. Un punct material se mişcă sub acțiunea unei forţe centrale într-un mediu re: 
Să se arate că oricare ar fi legea forței de rezistenţă, punctul descrie o traiectorie plană al cărei 
plan trece prin centrul forţei. aa de i e e a 
8.14, O particulă de masă m, sub acţiunea unei forţe centrale de atracţie, descrie un cere 
de rază R, centrul forței fiind situat pe cere, Cind particulă se găsește la distanța 37 de centrul 
forţei, viteza ei este v,. Să se afle viteza particulei și legea forţei în funcție de distanţa r pînă la 


stent. 


centrul forţei, 


R. v= 4Rv j, F= — 32mR orh. 


8.15. O navă se roteşte cu viteza unghiulară g Pe navă "există un vólant care påate fi rotit 
deun motor în jurul aceleiași axe ca și nava (fig. 8.20). Știind momentul de inerție al volantutui T 


și al navei întregi Io să se calculeze ce lucru mecanic trebuie să efectueze motorul pentru a opri 
rotația navei. E ` k 


Ro W 


p A afle 4) 2 02, | 
2 Fi a na eR tt E bel a rn 


8.16. Știind distanța minimă r, (perilieliu) şi cea. maximă r, (afeliu) ale unei planete de 
masă m, faţă de Soare, de masă M, să se alle perioada de revoluție T şi momentul cinetic L 
ale planetei faţă de Soare. Se dă constanta gravitaţională y. 


R T= aY Gi + roM, L= m VE ra E Fr 


9.17. Știind perioada de revoluţie T a unei planete în jurul Soarelui, să se calculeze în cit 
timp cade pe Soare (meglijind dimensiunile, Soarelui) un corp. de.la o distanţă egală cu -raza 
orbitei planetei, 


Ro = TIVE z 


2.18. Să se calculeze presiunea p datorită gravitației, în interiorul unei slere omagaie de. 


masă m şi rază R (se dă constanta. gravitațională y) (grad p= e. 


ne 2 
PR Ea A 
SrRi Ri 


„n CAPITOLUL 9 
MATICA MIȘCĂRILOR RELATIVĂ 
“ŞI ABSOLUTĂ 


CIN 


- Mişcarea corpirilor este totdeauna studiată în raport cu un SR. Oricare 
ar fi SR ales, el se află la rîndul său în mișcare faţă de alte corpuri. Este im- 
portant de știut cum se schimbă mărimile fizice cînd trecem de la un SR la 
altul, ce este intrinsec (absolut), independent de SR și ce este relativ, depen- 
dent de SR ales. A 


? "i s T ir A 
9.1. MIŞCĂRILE ABSOLUTĂ, 
RELATIVĂ ȘI DE TRANSPORT 


Fie două SR ; unul din-ele se consideră prin convenție fix (S), iar celălalt 
va îi atunci.numit mobil (S'). Mișcarea corpului faţă de SR fix se numește 
absolută, iar faţă de SR mobil — re-. 
lativă (Mariotte). Mișcarea SR mobil, 
împreună cu toale punctele legate rigid 
(solidar) de el, faţă de SR fix, se Mi 
numește mișcare de iransport sau de Pi 
antrenare (fig. 9.1). 


„Corp 


Miscare 
relativă 


Exemple: a) Mişcarea unui pasager faţă de 


vapor este mişcare relativă, mişcarea aceluiași 
pasager faţă de ocean — mişcare absolută miş- 
carea vaporului faţă de ocean — mișcare de ` Ss ; 
transport i i Stix Miscare e S"mobil 
. , ttanspor 
h) Mișcarea i sateli i ă r E ADR a 
P) Mișcarea unui satelit faţă de . Pămint i Fig. 9.1 


este” mişcare relativă, mişcarea aceluiași satelit i a ik 
faţă de Soare — mişcare absolută, mișcarea Pămîntului faţă de Soare — «mişcare, de transport. 


9,2. COMPUNEREA DEPLASĂRILOR ȘI A VITEZELOR 
9.2.1, TRATAREA SINTETICĂ | 
Fie un punct material, P a cărui mișcare este studiată sau raportată la 


două SR (repere), unul considerat fix S și altul mobil S’ (fig. 9.2). După 
un interval de-timp- Al =, — L mobilul se deplasează: (privit din $) din: P 


în P,, iar reperul mobil se de- 
plasează din poziţia S’ în po- 
ziția S; (fig. 9.5). Deplasarea 
absolută a mobilului, față de 
S, este 
> — = > 
Ara = PP, =r—r. 
Pentru a găsi deplasarea 
relativă trebuie să marcăm 
mai întîi față de S; poziția 
iniţială a mobilului așa cum a 
înregistrat-o şi o consideră în 
“continuare observatorul mobil 
i Ta (dinis) adică poziţia punctu- 
Tig. 9.2 i lui P deplasat solidar cu S’. 
` E “Acesta este punctul P situat 
față de Si exact la fel ca P față de S’. Pentru observatorul mobil punctele 
P, se confundă deoarece reprezintă pentru elľ poziţia: iniţială a mobilului. 


oz mată o tt E E 


y Die mii Pi 
Deplasarea PB reprezintă pentru observatorul fix, (din S): deplasarea unui 
punct P legat rigid de reperul mobil S’, deci reprezintă deplasarea de transport 
sau” de antrenare”: > ~: pa p anaitt gsi TORRT A pulii iii ded 

> SR Pa A Azi 
ja o Ape PPP ec, ; 

Pentru observatorul mobil poziţia inițială şi cea finală ale mobilului sînt 
Tigla île mimi ia te o 

P şi P, şi deci deplâsarea relativă Arei = BP, =r — r. Aceste poziţii 
P, rA şi această deplasare Pi r. în intervalul (f; îi). pentru a fi considerate 
relative la S’ trebuie măsurate cu instrumentele de măsură (igle şi ceasornice) 
proprii observatorului mobil S’; adică: aflate: „la bordul“: lui :S*;-deoarece, în 


adevăr, observatorul mobil măsoară elementele mişcării relative War, 
Blat, unde 1° — timpul măsurăt'în S’), deci faţă. de el, &u mijloacele sale 
proprii. Instrumentele din S pot fi de'exemplu transportate din S sau etalo- 
nate (sincronizate) după cele din S, lă un moment dat, după un anumit proce- 
deu sau construite după aceeași. „rețetă“, | | RI 

© Se pune întrebareă' dacă miăsurînd 'acedași distanță (de exemplu, PP) 
sau lungime a unui'ọbiect sau durată a unui proces (de exemplu, Al =4 — 4, 
respectiv A/' = 4— t’), din diferite SR, še obţin aceieașirezultate saù, altfel, 
dacă rezultaiele măsurătorilor de lungime și durată. depind de starea de mișcare a 
instrumentelor sau a obiectelor măsurate, ” 

În mecanica clasică se: consideră că lungimile: și duratele, măsurate în 
diferite SR, sînt egale, independente de mișcarea SR sau invariante la schim- 
barea SR sau, altfel, au un caracter âbsolut (desigur cu rigle și ceasornice 
etalonate identic). 

O serie de experienţe efectuate, la stirșițul secolului trecut, privind pro- 
pagarea luminii, au dus la concluzia că la viteze mari, apropiate de viteza 
luminii în vid (e = 3+10% m/s), ipoteza de' mai sus hu mai este corectă. Astfel 
s-a născut teoria relativităţii (A. Einstein, 1905). De mecanica relativistă ne 
vom ocupa într-un capitol aparte (Cap. 11). 

Rimînînd în cadrul mecanicii nerelaliviste (viteze obişnuite, deci mici 
faţă de viteza Inminii), este valabilă ipoteza caracterului absolut al lungimilor 
şi duratelor. Atunci, conform figurii-9.3, în relaţia 


a all i R 


S 6.5 


deplasarea PP, are aceeaşi valoareîn S şi S’, deci poate'fi considerată 'depla-. 


i 


sare relativă AF adică măsurată ru instrumentele din S’. Obţinem astfel 


legea de compunere a deplasărilor : 
Aus: = Aaa + AT sau) drave = drre Pda ; . (9.2) 


' Cum am presupus și caracterul absolut äl duratelor Ai =h — t= AP 2 
=Í — t sau dt = di’, împărțind relațiile de mai sus Ja. At = Af’, respectiv 
la dt = df’, obţinem legea de compunere a vitezelor ; . FR 


MAR iR AT rer f AF G dTins:! drsel s dry 
SRA a i bai t 
At A „At dt dr di 
Davs = Drei + Pir (9.3) 


9.2.2. TRATAREA ANALITICĂ 


Să deducem acum analitic compunerea deplasărilor și a vitezelor. Conform 
figurii 9.2; . 


7 TFT, dr = dr, i dr’, i (9.4) 


>, 3 >, = >, i 3 
dr” = dei +dyj + dz adi d- y'aj H z d = 


l a dy! > aa 
e cin ai al i af Eset | ape ua) ai 
dr „dpi dr ji: 


unde / este timpul în reperul S’ şi am aplicat formulele lui Poisson. În vir- 
tutea ipotezei caracterului absolut al duratelor şi lungimilor : =ť, di = 
=dť şi coordonatele x’, y’, z’ ca și dz’, dy’, dz’ coincid cu cele relative, măsu- 
rate cu instrumentele din S’, prin urmare, 


È Dm dHe XE AP =b to Xr (9.5) 
Observăm că" dP/dt = D = Vav în timp ce dr' dt # Don ci 


A =a ta XT | i (9.5) 


Rezultă astfel legea de compunere a deplasărilor : 


Aa = d. = 0 di = dP PO Xr dE Da dE =: 


> E S > > 
= Voor dt (Ve H o X 7)AL = Arres + Arer - (9.6) 
şi legea de compunere a. vitezelor : 
e E a N IE 
Vans = cet P Virs Vans To Vir bo to. X T (9.7) 


Viteza relativă este STR 
pig im ma ta EES pe ea oo 
Vro = XY YY E: Di F - (9.8) 
unde în calculul vitezei relative variăză” doar:eoordonatele relative 2, y’, z” 
. ie ide aar PP E VAI 
ale mobilului față de S’ cu 7, j’, kK’ consideraţi ficşi. 
< Viteza devinansport sau de antrenare este îi. i i. 0 zg 


i jeg o SATE : 
i seu Mid T o ii Guat ig 


Da XT (9.9) 


este viteza mobilului P considerat legat rigid de SC mobil sau, altfel, este 
viteza punctului „Suport“ din S^ prin care trece! mobilul P în momentul res- 
pectiv sau, încă, este viteza, mobilului faţă. de S. dacă mobilul s-ar opri în acel 


x spa ăi i Sa: NI se: . 
moment faţă de S’ şiar fi doar antrenat de S*: Viteza de transport Vir se com- 
Fi s, . EEE EA îi pm: PR AER a a T > A pA a 
pune în general din viteza de translație v, a originii lui S' plus o viteză veot da- 

A > 


torită rotației reperùlui S’ în jurul axei œ, ‘aşa cum:am văzut la mișcarea rigi- 
dului, IFA , „i tz i 


9.3. COMPUNEREA ACCELERAȚIILOR 
Derivăm (9.7) : 


e 
1U dans = Dapa 1 Drog H Urr U> i 


a = > . : a x =- > ` . - K - 
unde însă, v,e nu coincide încă cu drop la fel cum r nu coincide cu du (9.5), 
anume : ` i i 


an p? En a apy r 
va SK g RY Si G ar A 


= 


pa ji e DR = dm 8 X ba (9.10) 


> -> 
La fel, vy nu coincide cu Qin anume 


> > -> 


Desn tox +o x= pE xr + 
48x ra H EX T) = lir o X Dra (8.11) 
Obţinem astfel legea de compunere a accelerațiilor (G. Coriolis 1831) : 
Qavs = lra F Gr F 20 X Vrei = lrei F dir F loors (9.12) 


unde 
la ar pi + ZF (9.13) 


este evident acceleraţia relativă ; 


Dra XF to x (8 xX F) = t t i F de (9.14) 
este accelerația de transport (sau de antrenare), adică accelerația acelui punct- 
suport din S’ prin care trece mobilul P, așa cum am văzut la mișcarea rigi- 
dului (Cap. 5); i 

leor =28 X Du =20 X mip (© Xh =0) (9.15) 
este acceleraţia Coriolis (matematician francez 1792—1843). Această acce- 
leraţie suplimentară este perpendiculară pe axa momentană de rotație o şi pe 


viteza relativă Pren şi apare numai atunci cînd S' se roteșle și mișcarea relativă 
a mobilului are o componentă transversală pe axa de rotaţie. Acceleraţia 
Coriolis este un efect: de „interferență“ dintre “mișcarea relativă și cea de 
transport, y i - 
Apáriția accelerației suplimentare Coriolis se poate explica astfel”: chiar 
dacă mobilul s-ar mișca cu viteză relativă constantă faţă de SC mobil S'; faţă 


de SCfix S însă, vectorul Viei se roteşte datorită rotației SC mobil, ceea ce dă 


, X Ă „> >- 1 > nooy , = 
o acceleraţie absolută suplimentară o X Vra = = dear (pe lingă are dacă v ror 
j 3 i | 


i e A | l i 
nu este constant față de S’). Cealaltă jumatate acor provine din faptul că 
mobilul trece în mișcarea sa relatipă (faţă de S’) prin puncte-suport r avind 
vitezele Drot = a X T diferite, datorită variației lui T cu dr = Dret di, ceea ce 
dă o accelerație absolută suplimentară a x ra= acor (pe lingă PAR egală 


deci cu variaţia vitezei de transport datorită deplasării mobilului față de Ș”, 
pe lingă cea datorită mișcării lui. S” însuşi, 


Exemple 


1) Sistemul mobil S’ în rotație uniformă, fără translație (alegem A = 


= 0), deci d, = 0, © = const, € = @ =0. 
Viteza de transport se reduce la Drot (deoarece d = 0): 


> -> 


Da = XT =D =o X R. (2.16) 


ann 


| si g ; 
Accelerația de transport se reduce la 4, (deoarece d =0, = =9): 


pi, ti Ma tul Lu e e cour e aaa 
de =0 X (o XT) = = Rp tt y e, (9.17) 
7 i 


Să considerăm acum trei cazuri. Mobilul se mișcă uniform faţă de SC 


mobil : a) paralel cu a, b) circular în jurul axei O, î adial față i 
gr ul i j c) ZA ial față de S 


Fig. 94 Fig. 95 


= > 
3 a) În acest caz (fig. 9.4) : tyo = 0 deoarece V nu variază față de S'; 
acor = 0 deoarece Vre; este paralel cu PA și deci o x Dre =0. Atunci dus se 
reduce la «, (9.17), 

Mobilul descrie o elice înfășurată pe cilindrul de rază R’, avînd o mişcare 
elicoidală uniformă (n = n — versorul normalei principale la traiectoria 
absolută ; ans = a, — acceleraţia normală la traiectoria absolută ; R'/sin? œ = 
= R — vaza de curbură a traiectoriei absolute). 

b) În acest caz (fig. 95): dau = n'va/R', mişcarea fiind circulară uni- 
formă şi due variind ca direcţie ; 

Pia tz] Vir 


ans = ni HLR + 20 X Dron (9.18) 


7 R 


> > > >, 
leor =20 X Peer = 20Vpa N este centripetă. 


FR A de altă parte, deoarece avem algebric abs = Vre Dir, rezultă 
rect : 


2 

d. Vans > Vio | vir L Wru) = 

abs pa PT vaz 7 l, 
R R R R 

ceca ce coincide cu (9.18) deoarece 

2Vreter 

R 

z Mobilul are o mişcare circulară faţă de ambele SC (a =), R'=R, 
> 

aans = a). 


decor = 2r = (9.19% 


Jumătate din acceleraţia Coriolis provine din faptul că vectorul Vre este 


w 
rotit solidar cu S’, deci apare accelerația suplimentară œ X Vro Cealaltă 
jumătate a accelerației Coriolis provine din faptul că viteza de transport 
> = > i a A . = 
d, =0 Xr =o X R variază datorită deplasării relalive, față de S’, a 
mobilului, adică datorită variației lui 
= -> ITAA R 
T sau R; r= R' =YV deci apare 25) 
-> 

accelerația suplimentară x Vre (Vi- 
teza de transport este tangentă la 
cere şi schimbă direcția atunci cînd 
mobilul se deplasează pe cerc în miş- 
carea sa relativă). 

c) În acest caz (fig. 9.6): 


> 02 Rọ 
Area =Ù, Gir SWAN, 

a > - 

door = 20 X Ure (9.20) 


(este tangenţială). A 
Jumătate din accelerația Coriolis 


a 
deo. provine din faptul că viteza rela- Fig. 9.6 


se 
tivă v este rotită solidar cu S’, iar 
cealaltă jumătate din faptul că mobilul în mișcarea sa relativă se depărtează 
. ` . a 
de axă și ajunge în puncte cu alte viteze de transport Vir. 
Mobilul descrie o spirală parcursă accelerat. 


2) Sistemul mobil S’ în translație, fără rotaţie : & =0. Atunci z=% =0 
și nu există acceleraţie Coriolis : sor =0, 


a > = > > 
(abs = Urol F dir = aro F tos i (9.21) 


unde d =m este acceleraţia translației sistemului mobil. Prin urmare, în 
cazul iranslaliei reperului mobil legea de compunere a accelerațiilor este ase- 
mănătoare cu legea de compunere a vitezelor, fără al treilea termen (accele- 
rația Coriolis fiind nulă). 

Dacă SC mobil se mişcă rectiliniu uniform față de SC fix (translație uni- 
formă), atunci a =0 şi 


- > 


avs = ret (9.22) 
adică accelerația unui punci material nu se schimbă atunci cînd trecem de la 
un SR dat la oricare altul, care se deplasează rectiliniu uniform față de primul, 
sau altfel spus, acceleraţia este invarianță faţă de astfel de schimbări de SR, 
sau încă, acceleraţia este aceeași faţă de toate SR care se află în translație uniformă 
unele față de altele. ` 

i > 
În particular, mişcarea rectilinie uniformă (a =0) într-un SR va fi tot 
rectilinie uniformă fală de oricare alt SR care se deplasează rectiliniu uniform 
fată de primul. 
Dacă un SR este inerţial, atunci toate SR în translație uniformă faţă 
de el vor fi de asemenea inerţiale şi, reciproc, oricare două SR inerţiale se 
află în translație uniformă unul față de celălalt. 


9.4. COMPUNEREA TRANSLAȚIILOR ŞI ROTAȚIILOR 


Experienţa arată că, dacă un mobil este solicitat la două mișcări, rezul- 
tatul final este același, indiferent dacă mișcările au loc simultan sau succesiv 
într-o ordine oarecare. Altfel spus, mișcările efectuate simultan de un mobil 
sînt independente una de alta. Acesta este principiul independenţei mișcărilor, 
găsit şi enunțat de Galilei. i 

Se spune că un rigid este animat de două mișcări simultane, dacă are o 
mișcare relativă (de translație şi de rotaţie) faţă de un sistem de referinţă S’ 
şi o mișcare de transport (de translație şi de rotaţie) solidară cu S faţă de un 
sistem de referință fix S. N i 

A compune cele două mişcări îiiseamnă a găsi mișcarea absolută (de trans- 
laţie şi de rotaţie) a rigidului faţă de sistemul de referinţă fix S. 

Rezultatele de mai jos sînt valabile în mecanica nerelativistă, ! 

Compunerea translaţiilor finite sau infinitezimale se face după regula 
paralelogramului, deplasările fiind reprezentate prin vectori liberi cores- 
punzători, ` 


Compunerea rolajiilor œ se reduce Lot la regula paralelogramului (G. Corio- 


Fă a sge : yi A, 
lis), dar ţinînd seama de poziția axelor de rotație, deoarece vectorii œ nu sînt 
liberi, ci glisanţi (alunecători). : 


Mai jos considerăm rotații infinitezimale sau rotații uniforme (o = 
== const), 


a) Axe de rotaţie concurente, Alegînd punctul de reducere (polul) în punctul 
de intersecţie al axelor, avem ` i : f 
Do XF o XT = (Oi E a) X P (9.23) 
adică se aplică direct regula paralelogramului (fig. 9.7). 
b) Deplasarea axei de rotație. O deplasare paralelă a axei © cu segmentul 
Î generează o translație transversală ox? (fig. 9.8). În adevăr, alegînd polul 
în O’ apare o translație suplimentară v xi, egală cu viteza acestui punct, 


- 


iar axa œ se mută paralel in 0': 
oxrzo xi tax, =b+r). (9.24) 


Am folosit dealtfel această proprietate în cap. 7. 


Fig. 9.7 Fig. 98 


c) „Cuplu“ de rotații. Două rotații egale în modul, cu axele paralele, dar 


de sens contrar (œ, —o), dau o translație Ù x o = (~ù) x (o), perpendi- 
culară pe planul lor şi egală cu „momentul“ cuplului (fig. 9.9). Această trans- 


i î ă ă form regulii precedente. 
i btine deplasînd o axă peste cealaltă, con lii pre 
PERA searen rezultantă de translație a pedalelor la o piein pi 
d) Axe de rotație paralele. Deplasăm axele în punctul O', definit p 


raportul distanțelor sale pînă la axe: 


-> = 5 
bjb = oelos (a oa #0), (9-25) | 
ct ie an Joe mă -O T 
interior sau exterior după cum vectorii one sin, A A > 
paraleli sau antiparaleli (fig. 9.10), Translaţiile Ri 
generate astfel sînt de sensuri opuse şi se ani- ries 


hilează, deoarece oh = Oabz, Şi se obține o ro- 
tație pură o + Ə: în 0” (ca la compunerea tortelor pafalele). E 

i i e.: Deplasăm întîi, paralel, 3 

e) Axe de rotație neconcureni pia ne ging Bn 

i ia ei ä şi mpunem acolo după regula para 
la intersecția ei cu cealaltă și le co c d € are 
mului ; dar prin această deplasare se genereaza o translație. Deplasăm ap 

; 


== W, 


+ 


y” 


Fig. 9.10 


vectorul obținut o. -+ Or pentru a anula componenta translației, transver- 


sală pe A + © ; rezultă deci pînă l 
care elicoidală poate fi descompusă in 
unui sistem arbitrar de forţe aplica 


a urmă o mișcare elicoidală. Invers, o mis- 
două rotații neconcurente (analog tie), 

cigidului la: două forţe neconcurente). 
te rigid 


i tem de 
ă ideră i i particule într-un plan. Introducem un sisl 
Ecou oria 0 și a axa „Or“ trecînd pe anme Dur punctul ME 
ă axă tii i ră, „00“ (fig. 9.11). Descompunerea pe 
ă rti cealaltă axă tind perpendiculară, » ( 5) compu i 
gaze sa cai descompunerii în componentele radiale și transversale. Miscare Pa 
Sute pe traiectoria sa absolută poate îi privită acum ca fiind eeepusă cin me nl) 
rectilinie de-a lungul axei Or — mișcarea radială, și o mișcare de transp » od 
S — mișcarea transversală. 
Compunerea deplasărilor t i 
> => DI II - 
dz = ari + 7â03, data = dr, da = dri, Are = ra0j”, 


Exemplu. erăm a 
coordonate S’ cu aceeaşi origine O 


de unde compunerea vitezelor i 
r s> č > > > > ai 
78416 aS at Pie Pans =T Vra 5T = Vp 
Vir = Vrot = TÛ = Vo: 
7 i ivă. iar tI versală ne = rt 
Componenta radială a vitezei v», = r este viteza relativă. iar cemponenta transve a 
este viteza de transport. 
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Compunerea accelerațiilor : 


Fig. 9.11 


deci 
Gans = Gror Can deo = (P OE + (r «e 2 bP 


unde Ia componenta radială a, = F — 6? contribuie atit acceleraţia relativă cit şi o parte din 
accelerația de transport, iar la componenta transversală ag = Or + 20 r contribuie restul din 


accelerația de transport și accelerația Coriolis. Am regăsit astfel formulele cunoscute pentru 
coordonate polare, 


Observăm că acceleraţia transversală poate fi scrisă astfel : 


1 df ,d0 Taia 
= w [r | = (00). 
i [ a Po 


PROBLEME 


9.1, Un plan Ory’ se roteste în jurul originii O cu viteza unghiulară & == oil). Mișcarea 
unui punct față de acest plan mobil este dată de ecuaţiile cinematice a == x) şi y = yi). 
Să se ale componentele accelerației absolute față de axele mobile Oxy’. 


Rm 2oy’ — wi — yio 

cp = y + 20% — wy 4 wa : 
Dacă punctul se mișcă de-a lungul axei Oz':y=y= 
exemplul presedent {x =r, o=0), 


9.2. O particulă P porneste din virful O al unui con de deschidere 24 şi se mișcă uniform 
pe generatoarea conului cu viteza v. Conul însuși se roteşte uniform în jurul axei sale cu viteza 
unghiulară e (fig. 9.12). Să se afle mărimea accelerației absolute a punctului. 


= 0 şi regăsim rezultatele de' Ja 


R.Ya = ov sin ayot FI, 


9.3. Un tren (sau vapor) sc mișcă cu viteza v de-a lungul meridianului. Să se afle accele- 
rația absolută a trenului în funcţie de latitudinea Q 


R a= 1 [pi + 2o2R2(1 +ţ-sin?q)u2-+ Riot cost pl 12, 


j i axe oriz CU ACULLGL AI ema m -=i r 
te în jurul vnei axe orizontale UT cu uvvu i anaiek 
e ii eks tte în jurul unci axe verticale fixe Oy ace să april 
pai pl es Să se afle viteza unghiulară a rotației rezultante, dacă îniţ 
con; 9 


int axoidele ? R i i 
salii a = ya -F e3; axoidele sînt două conuri circulare cu axele Ox, 
F. T 1 


comună sub unghiul arctg sa/s- 


3f 


Oy şi generatoarea 


w 


9.12 Fig. 9.13 
Fig. 9. 


ă i din figura, 9.13. 
9.5. Să se compună rotaţiile n g SB PAES E EE 
R. Mişcarea clicoidală : o = Voi + o v=- Tai E l 


i H oi 
9,0 12C )- 
[00 a 


> 
i hiulare co 

ă rigide se rotesc uniform cu vitezele ung] i 

Or d, 3 ADEA viteza unghiulară și acceleraţia unghiulară 


„ Xespectiv în jurul axelor fixe 
i ale rigidului 1 faţă de rigi- 


dul 2. 
ind pă y F 2 
R. Ora = 0 — 05 Ora = Vo t o 
-> - bed eS 
Ta = o X Or = — Or X O Er 5 Oe 
5 s 


x P i isa í 

„1. Un mobi) se mişcă pe suprafața Påmiutujul cu viteza |v | = cor care face un unghi 

9.7. U: Di) i |v] is 

pe fața Pămînt t T 

= const cu meridianu) locului. Care va fi traiectoria mobilului, dacă el porneşte din punctu 
ns! ct 


cu latitudinea ọ = 0 şi longitudinea 0 = 0 ? 


R. tg (F - 2) = e Otga (curba loxodromă). 
-] de o infinitate de ori (0 — co). Proiecţi: 


Mobilul atinge polul (9 — 12) pir pin avînd centrul sterei ca punct asimptotic 


loxodromei pe planul ecuatorului este o spira 


CAPITOLUL 10 


DINAMICA MIȘCĂRILOR RELATIVĂ ȘI ABSOLUTĂ. 
SISTEME DE REFERINȚĂ NEINERȚIALE 


Legile mecanicii clasice newtoniene sînt valabile faţă de SR inerțiale 
(în mișcare rectilinie uniformă față de stele și nebuloase). Faţă de SR neiner- 
țiale (care se mişcă accelerat față de stelele „fixe“) legea inerţiei şi legea funda- 
mentală nu sînt valabile ; corpurile nesupuse la forţe se mișcă accelerat, iar 
corpurile supuse la forţe se pot afla în repaus (relativ). Experienţe mecanice 
efectuate într-un laborator neinerţial ne permit să determinăm accelerația 
sa faţă de SR inerţiale (faţă de stele). (Apare totuși ò dificultate legată de 
cîmpul gravitațional de care vom vorbi mai departe.) 


10.1. FORȚELE COMPLEMENTARE 


a) Fie mișcarea punctului material raportată la un SR neinerțial S, 
A) Ă > ` 
față de care accelerația este ror i 


Atunci, 
-> - -> >$ ` 
labs = rel + Utr + (cor; (10.1) 
de unde înmulțind cu masa: 
- > > -> -> 
F = Masos = Mare T Mair F Maoor (10.2) 
5 - > > e a 
FE — Mair — Mdeor = Male sau Fp F, = Mayer (10.3) 


Prin urmare, într-un SR neinertial, în legea fundamentală trebuie adăugată 
ak > m x papua T ux > > ra 
la forța reală F, o forţă fictivă F, numită forță complementarä sau pseudo- 


forță (sau forță aparentă) (numită, impropriu, şi forță de.inerție) : 


> det -> > > -> 
Fe > — Mtz — Mdcor = Fir + Feors (10.4) 
> det > -> - > - > 
Fir MA şp = —- Mly — Må; — Mlo = — Mly — M: X r 
> > > 
— mo X (w x r’), (10.5) 


20N 


Peor E — mdeor == — 2M & X Pre (10.6) 
unde Pa este forja complementară de transport şi Toe, este forja complementară 
Coriolis. 

b) Conform principiului III, forței È aplicate corpului i se opune forja 


- - 
reciprocă H’ = — 4 exercitată de corp asupra „legăturilor“ (firelor, barelor 
etc. care trag sau împing corpul), adică asupra celorlalte corpuri cu care el 


5 
interacționează. Forța reciprocă (de reacțiune) F’ se datorește inerfiei corpului : 


> -> 
corpul se opune forței F care îi imprimă accelerația dans: 


i: a è m E- a > 2 
r F Mdabs = Fe — Mira = Pot Fo (10.7) 

unde 
E = — Mira (10.8) 


se poate numi forță complementară „relativă“. Prin urmare, forța reciprocă 

ate 

F', reală, exercitată de corpul accelerat, datorită inerţiei sale, asupra legă- 

turilor, adică asupra corpurilor care-l accelerează, este echipolentă cu rezul- 
y Ec z3 =, X ; = 

tanta tuturor forţelor complementare fictive F,- Fe presupusă aplicată 


corpului însuși în reperul neinerțial. Forţa reală, F’ = — F, aplicată legăturilor, 
a fost numită de Newton forță de inerție (fiindcă se datorește inerţiei corpului). 
Prin extensiune (nepotrivită), forţele fictive complementare (presupuse apli- 
cate corpului în reperul neinerţial), echipolente cu forţele reale de inerție 
newtoniene, au fost numite tot forţe de inerție. 

c) În particular, dacă asupra corpului nu acţionează nici o forță reală 


© = 0, dada = 0), el se va mișca totuși accelerat faţă de reperul neinerţial 
(sub acţiunea forței complementare P): 


Qavs =0, Ge = — itr — leor (10.9) 
Ii =0,f, Müts — Măcor = Maon Fe + Îi = 0. (10.10) 


Forţele complementare îşi fac echilibru şi forța de inerție newtonianii nu 
există, i 

d) O categorie importantă de SR sint SR proprii ale corpului sau SR 
care se mişcă reetiliniu uniform față de SR proprii. În astfel de SR corpul este 
evident în repaus (SR proprii) sau se mişcă rectiliniu uniform (ar =0), 
deși acţionează o forță reală F. În acest caz ecuaţia (10.3) devine 


È +E, =0, (arm =0), È, P = — miss =, (1011) 


adică forța complementară F, este egală în modul şi de sens opus cu forla 
reală È, deci este echipolentă cu forța de inerție newtoniană aplicată legă- 
turilor. În acest caz, rezultanta forţelor reale È aplicate este în „echilibru“ 
cu forța complementară Pe În general însă, într-un reper neinerțial oarecare 


E+ R, +F; 20, à (10.12) 


= 
adică rezultanta forțelor reale aplicate, F, este în „cehilibru“ cu rezultanta 
tuturor forţelor complementare 

3 a 


ZE ma Par (10.13) 


şi rezultanta tuturor forţelor complementare F, + I, este echipolentă cu 
forța de inerție newtoniană aplicată legăturilor (10.7); Problema de dinamică 
se reduce astfel „formal“ la o problemă de statică (metoda cinetostatiċă). 


> be 
Prin urmare, numai în SR proprii (Cînd “e =0, Fe =0), forţa comple- 
> 
mentară fictivă F, aplicată corpului este echipolentă cu forța reală de reac- 
> > 
ţiune F = — F aplicată legăturilor, adică cu forţa de inerție newtoniană ; 


altiel W = P, -+ Fi, G 

e) Subliniem că forţele complementare (10.4) sînt forţe fictive (în cadrul 
mecanicii newtoniene) care trebuie adăugate la forţele reale pentru a asigura 
valabilitatea ecuaţiei fundamentale a dinamicii în SR neinerțial considerat. 
Ele nu sînt forțe de interacțiune, nu putem indica corpul care le-ar exercita, 
de aceea nu li se aplică nici principiul III al fortelor reciproce, Deși pentru 
observatorul inerţial forţele complementare nu există, pentru observatorul 
neinerţial ele apar ca forţe reale, indiscernabile în cadrul restrîns al labora- 
torului său (adică prin mijloacele locale) de forţele gravitaţionaie, fiind aplica- 
te fiecărui punct material și proporţionale cu masele acestora, ca şi forţele 
gravitaționale. ` ” 

Aplicaţii . ` 

a) Într-un vagon .mișcat accelerat se află o bilă netedă de masă m, 
aşezată pe o masă netedă fără frecare şi prinsă cu un resort-dinamometru de 
peretele anterior al vagonului (fig. 10.1). F i alelă 

Pentru observatorul terestru S bila se mișcă cu accelerația T = Gavs, ca 


e e is 
şi vagonul, fiind trasă de forța F = ma, căreia i se opune reacţiunea bilei (forţa 
> Rori 


-> - 
de inerție newtoniană) I” = F = — ma, aplicată resortului. 


77777, 
Fig. 10.1 

Pentru observatorul S’ legat de vagon, bila este în repaus, deși este trasă 
de forța F indicată de- dinamometru, deci legea I nu, e valabilă pentru ẹl. 
= Fir, = Mair = — N 


Adăugînd însă forţa. complementară fictivă Fe 1 
m astfel echi- 


aplicată bilei, obţinem rezultantă nulă : F- F, =0 şi explică 
librul bilei. şi întinderea resortului. Forța complementară F, este echipolentă 
în cazul nostru (S' este propriu) cu forța de inerție newtoniană F” aplicată 


„aenrtnlui 


s Tăind irul, bila se va mişca rectiliniu uniform pentru observatorul terestru 
> în virtutea inerției, nefiind trasă de nici o forță. Pentru observatorul S' 


a x ` X $ d 

însă, bila se va mişca cu acceleraţia dreg = — a față de vagon, şi pentru a 
explica această mişcare accelerată trebuie introdusă forța complementară 
K T — - - d 

fictivă F, = Mtr = — ma = 


E 
= — Fa căreia însă nu-i mai 
corespunde acum o forţă reală, 
echipolentă, de reacțiune iner- 
țială (forţă de inerție) asupra 
legăturilor (S' nefiind propriu, 
> a = 3 
da # 0, E = F, + Fi =0 și 
nu există forţă de inerție new- 
toniană). i 

b) Fie acum o platformă în mișcare de rotaţie uniformă cu viteza unghiu- 
lară o în jurul unei axe verticale. O bilă netedă pusă pe podeaua netedă fără 
frecare a platformei sau suspendată pe Pămînt în dreptul marginii platformei 


(fig. 10.2), rămîne în repaus faţă de Pămînt (È = Miays = 0), însă este în 
miscare circulară (—o) faţă de vagon. Pentru a explica aceasta în reperul S’ 
egat de platformă, introducem forţa complementară fictivă aplicată bilei ; 


Poi 
copia MuR 


Sios 


Fig. 10.2 


È, = — ma — Mleors 
Uir = o Rn (centripetă), Pras mo? Ra (centrifugă), (10.14) 
i caii Doug = — 2o2Rh (centritugă), Peor = 2mo? Ra (centripetă) ; 
È, = mo? Ri = Mam (centripetă). (10.15) 


Acestei. forţe complementare E, nu-i ici ă 
estei. forțe complen e nu-i corespunde nici-o forţă reală, echi- 
polentă, aplicată legăturilor, S” nefiind propriu pentru bilă a există forţă 
„de inerție newtoniană, F = P, + È = 0) ` 
Dacă acum bila este legată de cen ir i i 
$ Á a a este lega entru printr-un fir cu resort-dinamometru 
şi se află în repaus față-de platformă (fig. 10.3), atunci faţă de Pămînt bila 
are o mișcare circulară uniformă (œ) produsă de 
forţa centripetă dată. de resort (fig. 10.3) : 


a => 


E = maas = mo? Ro = ma. (10.16) 


Datorită inerțici, bila reacționează asupra re- 
sortului cu forța centrifugă de inerție : 


E = —F = — ma, = — mo?Rn. (10:17) 


Faţă de platformă însă, bila e în repaus deşi este 


Fig. 10.3 


x. ; x 
trasă de forța centripetă F a resortului, Pentru a 
explica echilibrul în S’ introducem forța complementară fictivă aplicată bilei, 
care să compenseze forţa resortului ÈP: 


= 


= sai 
Fe, =Fu MA 


mo? Rn = — ma, = — F (10.18) 


Reperul S’ fiind acum propriu, forța complementară F, este echipolentă cu 
forța de inerție centrifugă aplicată resortului. 

c) Fie o platformă în rotație uniformă cu viteza unghiulară œ în jurul 
axei verticale centrale. La marginea platformei este suspendat un corp 
(fig. 10.4). 


Fig. 10.4 


Pentru observatorul terestru S corpul este supus la forţa de greutate mg 
și tensiunea din fir Ta căror rezultantă F este centripetă şi explică mișcarea 
circulară uniformă a corpului : . 


F = mg + Ë = Maans = mo?Ra, (10.19) 


Pentru observatorul S' legat de platformă corpul este în repâus (rca =0) 


deşi este supus la forța centripetă F= mg g+ T. Cum explică observatorul s' 
deviația firului de suspensie și, echilibrul relativ al corpului ? — Introducînd 
forţa complementară : 4 


P, = — mă, = mo’ RR (centritugă), . a 
obținemechilibrul relativ : SI 
i Pr 8,300, (aui = 0). : oa o2 
Reperul S’ fiind propriu, “forţa cominlerentari l l 


F, =— È =mi e 1 (10.22) 


este echipolentă cu forța de inerție newtoniană aplicată “firului (— 7) și Pă- 
mîntului (—m9). Pentru observatorul S’ corpul este în echilibru sub acţiunea 


celor 3 forţe: mg, f şi È.. 


10.2. VERTICALA TEKESIKA WIKUL LU ruvmoj 


În SR legat de Pămînt trebuie introdusă forța complementară legată 
dv rotația diurnă a Pămîntului : 


2r 2814 7 97.10-% rad/s, (10.23) 

T 86400s 
lu =o Rcos pN, eor =20 X Den (10.24) 
E = — mo? R cos pei — 2mo X Dren (10.25) 


În particular, direcția firului cu plumb (direcția verticalei terestre) nu 
coincide cu direcția razei terestre (fig. 10.5). 
În adevăr, asupra corpului acţionează forța de atracţie gravitaţională 


&, = mgo după direcția razei terestre și forța de tensiune T a firului de sus- 
penale, (sau reacţiunea normală a apară orizontal pe care este așezat cor- 
pul). În SC heliocentric- (inerţial) S avem (e — latitudinea) : 


6, + T = Maass = Mo? R cos pr. (10.26) 
în SC terestru S’, trebuie adăugată forța complementară, care se reduce 


la Fe (Pror = 0, deoarece Va =0): 
G + T+ &, = Mapp dar trel =0, 


F, = — mis == — Mo’ R cos goi (centrifugă), (10.27) 


Fig. 10.5 


„E HĪ — mo R cos gr =0, -. (oa 
ceea ce evident coincide cu (10.26). Forța de greutate rezultantă va fi: 


> 


G=— Tomy =&+F, el Pi (1029) 
205 


Y = Ja — oR cos gen; (10.30) 
: $ Go — F, cos o P 

G =mg EA 2 Go — F, cos e = Mg — Mo?R cos? e. 
| 10,31 
(unghiul œ este foarte mic, cos a æ 1); i 

"R 1 
G cfi SA eos? ) G (1 costo). 10 

3 ZA 9 o 289 os? q (10.32) 


£ Componenta orizontală a lui F, îndreptată spre ecuator explică și turtirea 
Pămîntului la Poli (umilavea la Ecuator). Ținînd seama și de efectul turtirii 
Pămîntului rezultă global, la nivelul mării: i 


Goi Pc îti 2 Pg: F 
Go (1 R cos 2) sau 9 = fo 6 EET cos? e), (10.33) 


unde Gs şi go = 9,832 m/s? sînt valori la Pol. 
Abaterea direcţiei forței de greutate (a firului cu plumb) de la raza teres- 
tră va fi (fig. 105): | 


F, sin e... „, mo?R cos sine 
AEZ IRI A 


tga = d 
Go — Fe cos e Go (10.34) 
- Fa a 
A G tga ze a = sin 27, 
z o 
rel (10.35) 
ză deviația este nulă la Poli și 


zorr MOX Ver Ecuator, și maximă la paralela 
9 = 45° (a a 11), 


10.3. LEGEA LUI BÄR 

Fie mişcarea unui tren sau 
curgerea unui rîu de-a lungul 
unui meridian spre Nord, în 
emisfera nordică, Atunci în a- 
tară :de efectul micșorării greu- 
tății de mâi sus, avem și forţa 
complementară Coriolis apli- 
Yig. 10.6 cată mobilului (fig. 10.6) 


Foor = — TIdoor = — 2mo X Dyer Feor = 2Mben Sin Q, (10.36) 
dirijată spre Est (de-a lungul paralelei). O forță de reacțiune echipolentă se 
aplică pămîntului : P = Foor (celelalte forțe Pn E sînt în planul. meri- 
dian). Aşa se explică uzura şinei drepte la CF duble sau săparea malurilor drepte 
la rîuri, în emisfera nordică (legea lui Bär, descoperită la rîurile siberiene). 


ano 


a 


iii a 


Pentru observatorul solar nu există forţă Coriolis și fenomenul se explică prin 
faptul că mergînd spre Nord, apa sau trenul se apropie de axa de rotaţie a 
Pămîntului, adică se deplasează mereu spre regiuni unde viteza liniară de trans- 
port, tangentă la paralela terestră, este tot mai mică, deci vine cu un surplus 
(exces) de viteză spre răsărit şi loveşte malul răsăritean (în emisfera nordică). 
În emisfera sudică se uzează şina 
stingă și se sapă malul stîng al rîurilor, 
În cazul mișcării de-a lungul unei 
paralele spre Est (sau Vest) apare o mic- 
şorare (respectiv, creștere) a greutății 
corpului și, de asemenea, uzura șinei drepte 
la CF duble sau săparea malului drept 
al riurilor, în emisfera nordică (fig. 10.7). 


10.4. CĂDEREA LIBERĂ 


Dacă un corp cade liber (în vid), ac- 
celeraţia sa relativă faţă de Pămint va îi: 
> > > -> > 


Arol = labs — tr Utor = fo 


— wR cos -w — 29 X Do = 
=9— 20 X De (10.37) 


„ Alegem un SC. cu axa Oz spre Est, Oy spre Nord şi Oz verticală în sus, 
în emisfera nordică (omitem accentul la coordonatele relative) (fig. 10.8).: 


Da = ($; 9 d (10.38) aa = G, y, D = 9 — Zo X Dres (10.39) 
O Oh în expresia (10.39) putem aproxima Dica S 
x (0, 0, z), œ fiind mic, 


Fig. 10.7 


& =(0, o cos p, sin g), (10.40) 
g = (0, —g sin a, —g cos «) % 
z (0, 0, —9), (10.41) 


unde am pus « =0, deoarece « este 
foarte mic, ṣi % =ġ =0 deoarece vi- 
teza orizontală de deviere este negli- 
jabilă față de' viteza verticală de că- 
dere : 


> > 


2 9 să i i k 
o X ba =| 0 ocos osing = 
Fig. 10.8 0 0 ź 
= (žo cos Q, 0, 0), (10.42) 
astfel încît (10.39) dă pe componente : 
z = — Izo coso, y =0, 2=—9 : (10.43) 


cu condiţiile iniţiale: | 
l t =0, T = (0; 0, h), da = (0, O, 0), 
adică corpul cade de la înălțimea k cu viteză inițială nulă. 


Integrarea succesivă dă (considerăm g practic constant) : 


Y=0, z gi,  X = Po cos o, 


1 ; > 1 
z ca-s go coso, y =0, z =h— a gP. (10.44) 
Prin urmare corpul deviază spre răsărit (în emisfera nordică), adică în sen- 
sul forței Coriolis Peor = — 2mo X Der 
Devierea totală la sfîrşitul căderii. va fi- 
pa J/h i E 
| ia = h F o cos ọ, după fn = Eri (10.45 
De exemplu, pentru h = 1000 m, ọ = 45° rezultă 2, 2 40 cm. 
Experiențele (de exemplu, Reich 1831) confirmă această abatere şi deci 
rotația: Pămîntului. A 
Pentru observatorul solar, corpul, avînd inițial o viteză de transport 
tangenţială de-a lungul cercului paralel, coboară spre Pămînt unde această 
viteză este mai mică (se apropie de axa de rotaţie a Pămîntului S—N), deci 
vine cu o viteză mai mare spre răsărit, deci cade deviat spre răsărit, 


10.5. PENDULUL FOUCAULT 


O altă experienţă celebră este rotația planului de oscilație al unui pendul 
(Foucault 1850 și alte experienţe anterioare). Pentru oscilaţii mici, mişcarea 


corpului se face practic în planul orizontal. Atunci forţa Coriolis — 2mo x Dror 
deviază corpul mereu spre dreapta, astfel încît el descrie o rozetă (fig. 10.9) : 


Fig. 10.9 


a — pendulul pleacă din- poziția deviată A fără viteză inițială ; 

b — pendulul pleacă. din O cu viteză iniţială. ` f 
Componenta verticală œ, = e sin e roteşte planul orizontal (podeaua 

laboratorului) în jurul verticalei cn perioada i 


T: = 2r]; = Tisin e, (T = 24 h) (10.46) 


în sens trigonometric, de aceea planul de oscilație a pendulului se rotește 
aparent în sens contrar, adică în sensul acelor unui ceasornic, cu această 
perioadă. Tot astfel sînt deviate spre dreapta corpurile care se mişcă în planul 
orizontal pe suprafaţa Pămîntului, în emisfera nordică. 

Componenta orizontală wy = e cos ọ rotește planul meridian vertical 
S—N (peretele S—N al laboratorului) în jurul orizontalei S—N cu perioada 

Ty = 2rloy = Flcos e (10.47) 

și explică abaterea spre Est a corpurilor în căderea liberă (în emisfera nor- 
dică). 

Prin urmare, cu- ajutorul unor experienţe mecanice locale, efectuate 
într-un laborator pe Pămînt, se poate dovedi rotația Pămîntului faţă de SC 
astronomic inerţial. 


Observaţie. Experienţe cu pendulul au fost efectuate pentru prima dată de Viviani la Flo- 
rența în 1661, apoi de Bartholini în 1833. Jean Bernard Léon Foucault (1819--1868) a efectuat 
experiențele sale (fără să cunoască experienţele precedente) la Paris în 1850—1851. Lungimea 
firului de suspensie 67 m, sferă de cupru de 28 kg, pericadă| acfoscilajic peste 16 s (suspensie 
specială a firului pentru a nu se torsiona). 

La sediul Naţiunilor Unite din New-York există un pendul din sferă aurită de 91 kg legată 
de tavan la înălțimea de 7,6 m deasupra podelei vestibulului. Firul de suspensie este din opel 
inoxidabil și permite oscilații libere (fără torsicnare). Sfera oscilează imediat deasupra unui 
inel metalic cu diametrul de 1,8 m ridicat deasupra pcdelei. Pericada de rotaţie a planului de 
oscilație 36 h 45 min. 


Aplicaţie 


a) Fie un pendul elastic cu resort-spirală (analog celui fixat la acul unui 
ampermetru), ca în figura 10.10, așezat orizontal pe o platformă care se poate 
roti în jurul axei sale verticale. 


În SC propriu (ales ca în fig. 10.11) trebuie introduse forţe de transport 


—myay care dau o rezultantă și un cuplu. Faţă de CM avem (6.99) şi (6.100). 
Dar să facem acum reducerea faţă de punctul O ; atunci rezultânta se depla- 


sează echipolent în O, iar cuplul se schimbă cu momentul rezultantei din CM 
faţă de 0. 


Rezultanta : È = = Maem 
F; = mo?(R— Ro), 


F}, =—me(R — R). (10.48) 
Cuplul : M; = (pa? — Ies ; 


r a? cae 
— Iaz” — dye: 


— Ias + me(R — RR), 


Fig. 10.10 


de unde momentul în raport cu axa de rotație din O a pendulului : 


My = me(R— R) Ro 


e = meRR — l'e, (10.49) 


unde I' este momentul de inerție al pendulului faţă de axa sa de rotație (iar 
Ia faţă de axa 07). 


Dacă platforma se roteşte uniform (e = 0) acest cuplu este nul şi deci 
pendulul rămîne. în echilibru (faţă de platformă) orientat permanent spre 
centrul platformei, așa cum a fost potrivit de la început (echilibrul va fi sta- 
Dil dacă resortul este suficient de puternic și rotația platformei nu este prea 
rapidă). Lucrul era de aşteptat 
întrucît în acest caz avem for- 
te de transport numai centri- 
fuge, fără componente trans- 
versale pe pendul. 

Dacă însă platforma se ro- 
teşte neuniform (e + 0), atunci 
pendulul se va roti imediat fa- 
tă de platformă, sub acţiunea 
PN cuplului (10.49). Și totuși pu- 
cm tem construi pendulul în așa 

fel încît să rămină insensibil 
la orice accelerație unghiulară e 
a platformei ! (adică oricum am roti platforma într-un sens sau altul). Condi- 
tia necesară rezultă din anularea momentului faţă de axa de rotaţie (10.49) : 


o = MRo(R — Ro) sau I =mRR. (10.50) 


fe =-mă 


Fig. 10.11 


Or, aceasta nu este altceva decit condiţia (6.103): 
R = R + h/mR =l mR, = l, (10.50) 


adică O și C sînt puncte reciproce : centru de oscilație — centru de suspensie, 
distanţa dintre ele fiind lungimea redusă a pendulului. 


Exemplu. Tijă subţire omogenă : 14 = — mb şi (10.50) dă P = 123R- ho). Pentru 
i 12 
o distanţă R = 0,50 m şi o tijă 1 = 0;50 m, rezultă R, = 13 em. 


b) Fie acum într-o cabină a'unui avion un pendul fizic suspendat printr-o 
articulaţie, astfel încît axa 0—CM să fie axă de simetrie, deci automat prin- 
cipală centrală şi de asemenea orice axă centrală transversală va fi princi- 
pală. 

Dacă avionul stă în repaus pe suprafaţa Pămîntului sau se mișcă cu 
viteză constantă de-a lungul unui-cerc paralel său unui meridian sau chiar 
de-a lungul oricărui cere mare, pendulul-va rămîne în echilibru faţă de cabină 
şi va fi orientat spre centrul Pămîntului, adică va indica verticala terestră (sau 
respectiv orizontul țeresiru). | N 

În adevăr, situaţia este analoagă problemei "precedente, numai că rolul 
momentului de restabilire elastic al resortului spiralat îl joacă acum cîmpul 
gravitațional terestru y şi deoarece axele Oz'yz 
cuplul (10.48) va îi nul (e =0). 

Dacă însă avionul va zbura accelerat pe suprafaţa Pămîntului, atunci 
pendulul va devia imediat, așa cum știm foarte bine despre obiectele suspen- 
date într-un vehicul care accelerează, îrînează sau virează. 

Și acum vine ideea ingenioasă de a proiecta pendulul astfel încît să fie 
insensibil la orice mișcare accelerată la suprafața Pămîntului, adică să arale 


sînt principale centrale, 


permanent verticala terestră sau orizontul teresiru. Condiţia este exact aceeaşi 
ca la problema precedentă : 


Iy = mR(R— Ro) sau I’ = mRR, unde R % R, = 6400 km. (10.51) 


Deci lungimea redusă a pendulului trebuie să fie R = Rp. Atunci perioada 
de oscilație : l 


E A TENER 
T ar | a DIE: pias min. (10.52) 


Pentru o tijă omogenă rezultă condiția 


l= R= R + EN2Ro Ras E Ai ie x T 


ceca ce practic este irealizabil. Și totuşi problema a fost rezolvată cu ajutorul 
giroscopului avînd perioada de precesie (10.52). 

Mai mult, o acceleraţie arbitrară a avionului. se descompune într-o com- 
ponentă orizontală şi una verticală. Deoarece acceleraţia verticală nu influen- 
țează pendulul nostru, înseamnă că pentru orice mişcare accelerată a avionului 
pendulul astfel construit va indica mereu verticala terestră sau orizontul 
artificial (în condiţiile de zbor fără vizibilitate), 


PROBLEME 


10.1. Într-un tub orizontal care se rotește uniform cu viteza unghiulară o în jurul axei 
verticale trecînd printr-un capăt al său, lunecă fără frecare un punct material de masă m 
(fig. 10.12), La momentul iniţial : æ = e şi v = 0. Să se afle legea mișcării relative și reacţiunea 
orizontală a tubului. 

` R. t = rhal, N, = 2mwtrshol. 


GUUIUUUUUU 


Fig. 10.12 Fig. 10.13 


10.2. Un punct material de masă m, fixat de capătul unui resort orizontal de constantă 
k, se află în echilibru într-un tub, la distanţa z, de axa verticală (fig. 10.13). Să se afle 
legea mișcării relative a punctului, dacă tubul începe să se rotească în jurul axei verticale cu 
viteza unghiulară constantă o. 


602% 


R. r= t +2 


EE ză 
EE (1 — còs Vat ~ 0-1), dacă o -5 >09; 
3 - m 


y i Liri janri 
s= m p Éh at ot 1), dacă[u, <a; 
at — wi 


1 
£= Ty t alei dacă o, =o. 


10.3. Punctul de suspensie O al unui pendul, construit dintr-o tijă omogenă de lungime l, 
se deplasează orizontal cu acceleraţia constantă a (fig. 10.14); 
Să se afle unghiul de deviere a pendulului în poziţia de 
echilibru relativ și perioada micilor oscilaţii în jurul aces- 
tei poziţii. Dar dacă punctul de suspensie O oscilează pe 
orizontală după legea x = A sin pt, care va fi ecuația micilor 
oscilații, ştiind că la momentul iniţial pendulul era în re- 
paus ? 


a 2 
R. a) tgb= ——, T=2r = 
9 | a yæ gi 


Fig. 10.14 


Ap fan Ps ) -yo 
b) 0 gian a sin off» o T: 


10.4, Po suprataja interioară netedă a unei pilnii conice cu deschiderea 2% poate luneca 
fără frecare un piinct material P. Pilnia se rotește uniform cu viteza unghiulară o în jurul 
axci sale verticale (fig, 10,15), în momentul iniţial î == O punctul se găsea la distanţa m, de 


1E 


Li 


Fig. 10.15 Fig, 10.16 


virful pilniei și avea viteză relativ nulă. Să se afle legea de mişcare a particulei, Pentru cs 
viteză o punctul urcă ? 


J cosa gcosa f Vrag cos a: 
N a a — t si [i Ea. Anti 
Rr: oma + (r Tai osa) chlot sin g) ; pentru o> nina punctul urcă 


10.5. Pe suprafața interioară netedă a unei sfere de rază R, care se roteşte în jurtu 
diametrului său vertical cu viteza unghiulară constantă œ, se mişcă fáră frecare un punct ma- 
terial P (lig. 10.16). a) Să ss afle viteza relativă a punctului în funcţie de unghiul la centru 


6. ştiind că la məmsatul inițial uasuil era 6, şi viteza relativă zero. b) Care vor fi poziţiile 
do echilibru relativ stabil şi perioadele micilor oscilaţii în jurul acestor poziții? 


29 aa 
R. a) daR jron: 6 — sin? d) (cos 0, — cos »] E 


b) O= are cos ZE, T= Terion dacă E A 
R Vrot Dy R 


0=m, T= an| — caca PR <. 
g— œR R 


10.6. Un mobil se mişcă cu o viteză relativă Va const, față de Pămint, în planul ori- 
zontal, la latitudinea ọ. Ce mişcare absolută are mobilul, tinind seama de rotația diurnă a Pä- 
mintului ? 


R.JMişcare uniformă pe un cere de rază = sua (presupus: 4 R—taza Pimintului) 
o sing 
unde œ — viteza unghiulară a Pămîntului). 

10.7, Un tub, curbat sub formă de cere de rază R, se rotește într-un plan orizontal cu viteza 
unghiulară œ = const în jurul unui punct al său A. În interiorul tubului se mişcă liber fără fre- 
care o bilă de masă m. Dacă 6 este unghiul dintre raza vectoare a bilei dusă din centrul cercului O 
şi raza OA, cunoscind Dye; = Vo pentru 0 = 0,, să se afle viteza relativă a bilei, reacţiunea ori- 
zontată a tubului şi perioada micilor oscilaţii ale bilei în jurul poziţiei de echilibru relativ. 

R. v,a = Vo 2Rio(005 0 — cos Ye), Ra = mRI(0 + Dra R) + o? cos 0], T = 27o. 

10.8. O particulă grea de masă m se mișcă liber fără frecare în planul zOx, care se rotește 
cu œ = const în jurul axei verticale fixe Oz. Să se scrie ecuaţiile mişcării relative, ştiind condi- 
tiile iniţiale (la £ = 0) : o, Zo Şi Dre = 0. Să se afle şi reacţiunea planului care se roteşte. _ 


R. £= to cli ol, z = 7 — gh, R= Îmojeo* sh te 


CAPITOLUL 11: 
MECANICA RELATIVISTĂ 


Teoria restrînsă a relativităţii (sau teori ivităţii 
eor: Î t a oria relativităţii tri 
creată în esență de Albert Einstein în 1905. EROA aet 


11.1. POSTULATELE TEORIEI RELATIVIVĂȚII 


în 1863 J. C. Maxwell i ia 
d C. a formulat legile electromagnetismului: şi. a dat 
teoria electromagnetică a luminii. Ecuațiile lui Maxwell nu sînt însă -inva 
mante; adică nu sînt invariante la transformările lui Galilei, deci legile feno- 
mone gi electromagnetice și optice ar trebui să difere de la un SR inerțiat 
aa N 3 Or, aceasta ar permite determinarea mişcării relative a SR inerţiale 
i evidențierea unui SR absolut, presupus legat de eterul cosmic, universal. 
„ea ce n-a permis mecanica, ar permite optica. Dar, nenumăratele expe- 
ziemie optice, de exemplu experiențele lui Michelson şi Morley de la sfirşitul 
seco! uui trecut, au arătat că nici prin mijloace optice nu se poate determina 
Sa unui SR inerţial. Astfel, s-a găsit că viteza luminii în vid este inde- 
peni rii aaa inerţială a sursei sau a observatorului, deci aceeași 
tă de diferite „ Aceasta contrazice legea clasică d i vitez 
feag! transformările lui Galilei. e pati iat 
ontradicţia ivită a fost rezolvată clar şi precis î ă 
A n t c şi precis în 1905 de către Albert 
aait (1870-1958) prin crearea teoriei relativității (TR). Pe baza rezul- 
perimentale, Einstein extind incipiul relativității i ilei 
pe ina e principiul relativităţii al lui Galilei 
I) Toate legile fizicii a ; Fi a 
rel te legile fizicii, nu numai cele mecanice, sînt aceleași în toate SR 
Nici o experienţă fizică, efectuată în interiorul unui sistem inerţial, nu 
ne permite să determinăm mișcarea rectilinie uniformă a acestuia faţă de 
alte SR inerțiale, Toate SR inerţiale sînt absolut echivalente din punct de 
ele ; nu există deci un spaţiu absolut, care să poată fi luat drept SR 
absolut. Principiul relativităţii al lui Einstein itui i 
lu z constituie primul : 
teoriei relativității. sil ARI A 
f GT) Cel de-al doilea postulat afirmă că viteza mazimă de propagare a 
interacțiunilor sau a energiei este finită, și aceeași în toate SR inerjiale (în 


virtutea echivalenţei lor), deci o eonstantă universală a fizicii. Această vi- 
teză absolută coincide cu viteza luminii în vid. 

Pe aceste două postulate se bazează teoria restrinsă a relativităţii (TR). 

Din al doilea postulat rezultă imediat inezistența corpurilor absolut rigide, 
deoarece cu o bară absolut rigidă, prin simplă împingere a ei, s-ar transmite 
instantaneu energie altui corp. De asemenea, al doilea postulat contrazice, 
după cum am spus, legea clasică de adunare a vitezelor, deci și transformările 
lui Galilei, Din cele două postulate se pot deduce acum noile transformări 
corecte, care coincid cu transformările lui Lorentz, deduse de acesta drept 
transformări care lasă invariante ecuaţiile lui Maxwell ale electromagnetis- 
mului, Prin urmare, ecuaţiile lui Maxwell sînt corecte. În schimb, legile meca- 
nicii lui Newton, invăriante la transformările lui Galilei, nu sînt exacte, la 
fel ca şi aceste transformări. 


11.2. TRANSFORMĂRILE LUI LORENTZ 


Noile transformări trebuie să fie liniare, la fel ca și transformările lui 
Galilei. În adevăr, ecuaţiile de grad mai înalt au mai multe soluţii şi atunci 
observaţiile dintr-un SR s-ar interpreta neunivoc în alte SR, or trebuie să existe 
o corespondență hiunivocă între coordonatele aceluiași eveniment, înre- 
gistrate în diferite SR. De asemenea, noile transformări trebuie să coincidă 
practic cu transformările lui Galilei pentru fenomenele mecanice obișnuite, 
unde se aplică cu mare precizie mecanica clasică. i 

Fie sistemele de coordonate alese ca în figura 11.1. Atunci coordonatele 
y şi z nu sînt afectate de mișcarea reciprocă a sistemelor, fiind transversale 
pe direcţia de mișcare, deci y’ = y, z =z. 

. În adevăr, fie y' = ax -+.by -+ cz + dé. Pentru un eveniment oarecare 
din planul Oxz avem y =0 şi y’ =0, deci 0 = ax + cz + dt pentru oricare 
z, z, t, ceea ce implică a =c¢ =d =0, deci y' = by. Sistemele fiind echivalente, 
trebuie să avem și reciproc : y = 
= by, adică b? = 1, b = + 1, ṣi 
pentru aceeași orientare a axelor, 
by=-1. Judecînd analog pentru 
z, găsim y’ = 9, 7 =z 

Pentru coordonatele x’, % 
trebuie să avem : 


x = a(x — ul), (11.1) 
undex nu depinde de.coordonate, 
ci eventual de viteza u de trans- Fig. 11.1 
port dintre cele două :SR. În : E 
adevăr, relația trebuie. să fie liniară și pentru punctele v = uf din planul 0'y'z' 
trebuie să rezulte 2” = 0 în S’, deci polinomul liniar al lui a” trebuie să fie di- 
vizibil cu z—ut, adică să fie proporţional cu 2—ut. 

Analog, trebuie să avem: /' i 


z =al t ut), aD 


deoarcċe pentru punctele 2 = — ul’ din planul Oyz trebuie să rezulte z = 0 
în S, deci polinomul lui z trebuie să fie proporțional cu g +u. 


Coeficientul « trebuie să fie acelaşi în virtutea echivalenţei SR, altfel 
trecerea de la un SR la altul ar fi diferită şi unul din ele s-ar evidenția, contrar 
postulatului I. Putem considera că S se mișcă cu viteza —u față de S’, atunci 
coordonatele din S vor fi considerate cu accent, iar cele din S’ fără accent, deci 
trecerea inversă se obține din cea directă prin substituţia (x, 1, uje(2', V,— u): 


hi x = a(x — ul) <x = a(x + ul): 


În cazul transformărilor Galilei « = 1. sed 
Să folosim acum postulatul II pentru a afla pe &. Să presupunem că în 
momentul inițial cînd originile O, O’ coincid, se emite un semnal luminos din 


origine în sensul axei comune Oz. Un punct oarecare în care ajunge semnalul 
are coordonata x = cl în Sșia' = ct în S', cu aceeași viteză ca luminii. Apli- 
cînd transformările (11.1—2) pentru acesi punct în care ajunge semnalul 
Tuminos, obținem : i 

ct =a(c— uji, ct =a(c+ ui, 
de. unde,. înmulţindu-le membru cu membru :. 


1 1 © u 
2 fn? 2 
È =at u, a VENETA p gi! 


(11.3) 


deci ; = 
: x -- ut x + ul 


en t = c., i 11.4 
as Iele” ii Ie e eg (11.4) 


Introducînd prima relație în a doua, sau invers, obținem formulele pentru 
transformarea timpului: ` 


t— uvje? i- ux je 
JI] fe wje 


Reunind rezultatele; avem următoarele łransfcrmări Loreniz, câre. dau tre- 
cerea de la un SR inerţial la altul care se mișcă faţă de primul cu viteza con- 
stantă u de-a lungul axei comune Oz: 


e 


(11.5) 


ie a + ut? 
a ie! VI= ue” 


y=y,z=7, 


i O C + urf 


JI J 


Transformările lui Galilei se obiin de aici ca un caz limită cînd c > œ, sau, 
aproximativ, cînd u < c (B = u/c < 1), neglijînd puterile superioare ale lui 
B =ulc. i 

Conform postulatului Y, toate ecuaţiile. fizicii trebuie să fie invariante la 
iransformările lui Lorentz, pe scurt, Lorentz-invarianie sau L-invariante. 


(11.6) 


Mecanica clasică este invariantă la transformările Galilei şi nu la trans- 
formările Lorentz, de aceea nu este exactă pentru mişcări cu viteze compara- 
bile cu viteza luminii şi trebuie înlocuită cu mecanica relativistă. 


11.3. CONTRACȚIA LUNGIMILOR 


Un acelaşi corp are dimensiuni în general diferite dacă sînt măsurate în 
SR diferite. În adevăr, fie o riglă în repaus în S de-a lungul axei Oz, avînd 
lungimea la = ta — q, (diferenta absciselor capetelor riglei). Lungimea riglei 
măsurată în S’ va fi dată tot de diferența absciselor capetelor riglei, luate în 
acelaşi moment t în S': 


l = (23 = i)e = (2a Ji ue? — ut) — (2 JI u?” — ut’) 


G= 2) YI wjt =h 1 


deci lungimea riglei măsurată în SR față de care ea se mişcă (longitudinal) 
este mai mică, decît măsurată în SR față de care ea este în repaus. 

Reciproc, fie acum o riglă în repaus în S de-a lungul axei O'z’, avînd 
lungimea l = ap—ai în S’. Lungimea riglei în S, faţă de care ea se mişcă cu 
viteza u, va fi dată de diferența absciselor capetelor ci, măsurate în același 
momeni t în S: 


uje? < lo (11.7) 


l = ea — ale = (TZ RE + u) ASTE a 
t= (ap 29) VIE = Ya — we, Z 


adică acelaşi rezultat: 
lungimea riglei măsurată în SR propriu (faţă de care rigla este în repaus) este 
marim, 

Numai dimensiunile, longitudinale faţă de direcţia mișcării sînt dife- 
rite în SR diferite, cele transversale pe direcția mişcării sînt aceleaşi 
(y =y, 2 = 2), de aceea volumul corpului apare contractat în acelaşi raport, 
de exemplu, elementul de volum‘ d: ` 


‘dY = AVV II BE (11.8) 


Un corp sferic în SC propriu apare turtit în direcția mişcării în SR față de 
care ei se mișcă; $ ' 


11.4. DILATAREA DURATELOR 


Fie acum într-un punct de abscisă v în S un proces care durează 
Te =k — h, de exemplu, două indicații succesive ale unui ceasornic aflat în 
acel punct sau timpul de viaţă al unei particule elementare. Durata acelu- 


iaşi proces, măsurată în S', este dată de diferența momentelor corespun- 


zătoare în S’ considerate pentru acecași abscisă x: 


i > l, — uz]? lı — uz]? 
z = (l — 6) 
(= a Ni = je? Iul 
în — bn > To (11.9) 


an — wje Vi — ufe? 


deci durata unui proces într-un punct aflat în mișcare față de SR considerat 
este mai mare decit durata aceluiaşi proces măsurată în SR faţă de care acel 


punct este în repaus. 
Reciproc, fie acum un proces într-un punct 2 în S 
m = 1, — li în S’. În S durata aceluiaşi proces va fi dată de diferența momen- 


telor corespunzătoare în S considerate pentru acelaşi a: 


care durează 


ú+ uefe 


JI të 


6 a! lè 
T = (b — he E 


la — G To 


gum E JT- Ai” 


adică același rezultat : 
durata indicată de un ceasornic este minimă în SC propriu (faţă de care cea- 


sornicul este în repaus). 
Din (11.8) şi (11.9) rezultă că produsu 


= aV dt = dV 1 pdh T5 B = AVe dho- 


„eterul relativ al simultaneităţii : 
1), de exemplu capetele unei 


1 dV at este invariant relativist: 


(11.10) 


Din transformările Lorentz rezultă ca 
două evenimente simultane în S, (tıs À şi (ta 
rigle ca mai sus, nu mai sînt simultane în. S: 


$ I — uz je? 


l 3 11.11 
1 Iute sui ( ) 


lz 


a mazimă c, egală cu viteza luminii în vid, nu poule 
fi depăşită. Altfel, transformările Lorentz ar deveni imaginare şi ar pierde 
sens fizic : coordonatele evenimentelor în noul reper S’ ar deveni imaginare ! 
Pe de altă parte, cînd u >€, dimensiunile longitudinale ale corpurilor tind 
către zero (pentru u > c, devin imaginare !), spaţiul tridimensional degene- 
rează într-un spaţiu bidimensional, devine un plan perpendicular pe direcţia 
mișcării. Duratele proceselor tind către infinit (pentru u > c, devin imaginare 1) 
cu alte cuvinte orice proces încetează (secunda durează o eternitate) 


dinamica degenerează în statică. 


Viteza limită sau vilez 


11.5. COMPUNEREA VITEZELOR 


Diferențiind transformările lui 


obținute la ultima i Lorentz şi împărțind primele trei ii 
> avem; A i ecuații 


dy = dy, dz =dz', di Sek deje 
Zap ? 
de dy + udt v -4u 
- sau V, = 
d puar Toia? GTR) 
E 
E dy' y1 — gj? dz _ dr /1 = Pj 
W + udr jE * dr a Fa da [ce Său 
jpa T wlot PE v JI — j? 
- vuje? 1 -+ vzufe? 


i for inver; i 
şi formulele inverse (se obțin mutînd accentele și schimbînd p Î ) 
e u în —u): 


vs 1 w 5 TA vy d Vi Er $ Uz Ji e wje 
sufe Ioj * "5 puj 
(11.13) 


Reamintim că S” i 

ca ă ih 

B S’ se mişcă cu viteza u față de S de-a lungul ERR 

Ozca în figura 11.1 (v'—vit eoa a lungul axei comune 

absolută). Faţă de legea cra relativă, u — viteza de transport, v — vit 

legea relativistă gea clasică newtoniană de compunere a viteze e 

ale ane] a apare: numitorul 1 + osuje?, iar la e a vitezelor, în 
apare la numărător radicalul Lorentz a componentele transver- 


În cazul limită 

az imită c — œ sa 

lasi 5 u pentru u < c, negliji 2 š 

clasice newtoniene de compunere a Ae e au ta P’, obținem formulele 


Formulele relativi 

elativiste de 4 . 

să compunere a vit s 

că viteza c nu poale fi isilă a vitezelor ne arată 

acasă directi se depășită. De exemplu, dacă compunem e Maiuca 
„Şi sens (Ox), egale cu 3c/4, obţinem: S: Viteze. de, 


vtu Sel4+3elt A 
1 F vuje 149 Tag Se 


Ug = 


Dacă una din viteze este egală cu c, rezul 
g . 


este aceeași în toate SR (inerţiale) : Ala tot c, adică viteza luminii 


c +'u St a m ete 
1+ cujè 1+ ereje 


> A 
Conf ərm formulelor. clasice newtoniene ar fi trebuit să obţinem 
Li g 


respectiv : 


Va = bat u = 3cj4 + 3c/4 = 3c[2 > c, 
Ds = F u> C, va =t Fe =2e 


în contradicție cu experient i 
Morley). periența (de exemplu, experiențele lui Michelson şi 


11.6. SPAŢIUL MINKOWSKI 


Introducem un spaţiu cu 4 dimensiuni E, : trei dimensiuni spațiale (z, y, 3) 
şi una temporală (ct). Un eveniment se reprezintă printr-un punct în ace 
spaţiu, avînd coordonatele : v 
RENE $ y e 
ie ao oo pf = T l d 
unde pentru omogenizarea dimensiunilor, timpul i se înmulţeşte cu pt pa 
universală c. Transformările Lorentz reprezintă o transformare a coori 
telor evenimentelor sau punctelor din acest spaţiu Ea. 


aci, (11,14) 


11.6.1. CUADRIINTERVALELE 


je i i g ă di tul (& Yo zi) la momentul 
Fie un semnal luminos care pleacă din punc 1 Y D 

h şi soseşte în punctul (Za, Yz» 2) la momentul ta, atunci distanţa parcursă de 
semnal este egală cu viteza luminii ori timp : 


(a — w)? + (Ya — Y) + (za — zy = (l — h). EK (11.15) 
Trecînd la S', adică aplicînd transformările Lorentz, găsim: 


(ag — 02 H (up — D H Ca a = Eh — 1). d (11.16) 
[5 i RE. i iaz 
ceea ce se poate serie și direct în baza postulatului II al constanţei viteze 
luminii. Prin urmare, expresia pătratică : 


s2 det (a, — 3)? be (e — Y (a A — (tei) (0147) 


PERN Și z 
este Lorentz-invariuntă și nulă pentru propagarea luminii, le ri dl 
driinterval. Pentru două evenimente oarecare cuadriintervalul s (11.17) n 


nul, dar rămîne L-invariant. 


s =s = inv, - (41.18) 
ifica i jal ji salul dintre două evenimente 
e se poate verifica imediat. Cuadriinterva u i e 
Joacă rolul Fistanţei dintre punctele reprezenta ire painea Ad m apa 
i i c : a YI P) peo te m 
iul cuadridimensional al evenimentelor Es: adică efineşt netr: t 
arii: Cuadridistanţa (11.17) diferă de distanța obişnuită dintr-un spatiu 
4-dimensional euclidian doar prin semnul minus e a aa 
itati iferi i i ntrodus 
rămîne calitativ diferit de spaţiu !), de aceea spațiul intro Eug 
i idi ică diană) ; geometria sa difera de 
t seudoeuclidian (metrică pseudoeucli í a 
Seometria euclidiană. De exemplu, pentru distanța dintre două puncte aflate 
în planul 0at (yı = Pa = 0, Za = Ze =0) (fig. 11.2) avem: 


S m (2a — i) — (ta — h) 


adică pătratul ipotenuzei este egal cu diferența pătratelor catetelor şi nu cu 
suma lor ca în planul euclidian. 


Există puncte (evenimente) distincte între care 4-distanţa este nulă 
anume punctele (evenimentele) legate prin propagarea luminii (11.16). 

Analog rotaţiilor dintr-un spaţiu euclidian, care lasă invariantă dis- 
tanţa, tot astfel transformările Lorentz reprezintă o pseudoroiaţie în spațiul-* 
timp relativist pseudoeuclidian E,, care lasă invariant cuadriintervalul : s =s, 
Transformările Lorentz particulare i 
(11.6) reprezintă o pseudorotaţie în 
planul spaţio-temporal (x, 1). ct 

În mecanica clasică avem doi in- 
varianți la transformările Galilei; dis- cta 
tanța spaţială şi distanța temporală 
dintre două evenimente. În locul lor, 
în TR avem un singur invariant la 


transformările Lorentz: cuadriinter- et 

valul s (11.17), dar mai avem o viteză 

absolută c. Existenţa acestei constante e) 

universale a fizicii permite unificarea Fig, 11.2 


invariantă a spaţiului și timpului, și 

invarianţa cuadriintervalului dovedește interconexiunea dintre spaţiu și timp 
În această unificare timpul și spaţiul se disting calitativ prin signatura me- 
tricii, adică prin semnele + + -H — în expresia intervalului. Un alt L-inva- 
riant din acest spaţiu este elementul de cuadrivolum (hipervolum). dV dt, 
conform lui (11.10). 


11.6.2. CLASIFICAREA CUADRIINTERVALELOR 


Un interval s real, adică 
S? = (£e — 21)? F (Ye — Va F (Za — za) — (le — ta? > 0, (11.19) 


se numește interval de tip spațial. Două evenimente separate printr-un inter- 
val de tip spaţial sînt absolut separate spaţial sau absolut independente și nu 
pot îi legate cauzal între ele, deoarece nici un semnal nu le poate uni, viteza 
necesară fiind supraluminoasă, conform lui (11.19): i 


(te — h)” ` 


Nu există un SR în care cele două evenimente să apară în acelaşi loc, deoarece 
ar trebui ca în noul SR să avem: è 


s = eh — KP =s > O, 


ceea ce este imposibil, dar există în schimb un SR în care cele două evenimente 
să fie simultane; atunci: 


se = (0 — 2002 (5 — yE H Gi a) =s? > 0, 

Un interval s imaginar, adică 

(Ee — 2)? + (Ye — P)? (22 — 2092 — (la — bb)? <0 (11.20) 
se numește interval de tip temporal. 


Două evenimente separate prinir-un interval de tip temporal sînt absolut 
separate temporal sau în succesiune temporală absolulă și pot fi legate cauzal 
între ele. , Aa, 

Nu există un SR în care cele donă evenimente să fie simultane deoarece 
ar trebui ca în noul SR să avem: 


Se = (ai — Pt up + ae <0, 


ceea ce este imposibil, dar există în schimb un SR în care cele două eveni- 
mente să se producă în acelaşi loc; atunci: 


s? = 2 (Ps <0, 


De exemplu, cuadriintervalul pentru două poziţii succesive ale unei particule, 
care se mișcă cu viteza v este (dl = v di) 


ds? = A? — eè dê? = (w° — ¢°) d? < O, (11.21) 
deci este totdeauna de tip temporal. sta clei, : 
În reperul propriu al particulei ds? == —c? diş și din (11.21) rezultă 


dt 
AI — ve 


în concordanţă cu dilatarea duratelor (11.9) (£ — timpul cosmic, fa — timpul 


ropriu). _ E: ; 3 
? În stirşit, intervalul s este nul pentru două evenimente legate prin pro 
pagarea luminii. ! 


11.6.3. HIPERCONUL LUMINOS 


Evenimentele separate de evenimentul-origine prin interval nal vevi- 
fică condiția 


Sty 0, (11.22 


adică în spațiul obişnuit sînt punctele de pe sfera de rază T = ct, cu cenia 
în origine, adică unda sferică luminoasă care se propagă. În alu Ai 
kowski, (11.22) reprezintă un hipercon, numit con luminos (sau izotrop). Hp l 
pentru simplificare doar două axe spațiale z, y, obținem conul din figura 11. ni: 
luînd o singură axă spațială r, obținem două drepte secante (bisectoarele 
cadranelor) din figura 11.3, b. ay | _ Si A 

Hiperconul luminos dus prin origine împarte cuadrispaţiul cvenimen 
telor în două regiuni: f . Kon 

1) viitorul absolut şi trecutul absolut formate din evenimentele din a 
riorul conului, separate de evenimentul-origine printr-un interval de tip SN 
poral s? < 0, cu t > O, respectiv i < 0; aceste evenimente pot fi lega te canga 
de evenimentul-origine şi succesiunea lor temporală faţă de evenimentul- 
origine (posterior-anterior), este absolută, adică nu poate fi inversată (aceeaşi 
în toate SR); i Ă Pi A AN 

2) evenimentele absolut depărtate, situate în exteriorul conii şi T 
rate de evenimentul-origine printr-un interval de tip spațial s>0; aisa e 
evenimente nu pot fi legate cauzal de evenimentul-origine şi succesiunea ui 
temporală față de evenimentul-origine este relativă, adică poate fi inversată 
față de diferite SR. 


Mişcarea unei particule se reprezintă în cuadrispaţiu printr-o linie nu- 
mită linie de univers, situată mereu în interiorul pînzelor superioare ale conu- 
rilor luminoase duse în punctele succesive ale liniei, deci înclinată sub un 


ct 


Viitorul 


s< o je /=0 
t>0 


Absolut x 
ara 
depårtate depărtate 
s2> 0 s? so 
t< 0 
pk Con 
s <o luminos 


Trecutul | absolut 


Fig. 11.3 


unghi mai mic de 45° faţă de axa ct, deoarece v <c (vje<1), adică ds este 
de tip temporal: ds? < 0 (11.21). Pentru o particulă în repaus linia de uni- 
vers este paralelă cu axa ct. 


11.7. IMPULSUL ȘI MASA 


După cum am văzut, ecuaţiile mecanicii clasice newtoniene sînt G-in- 
variante, de exemplu, legea conservării impulsului unui sistem izolat este 
valabilă în mecanica clasică în orice SR inerţial dacă aplicăm transformările 
lui Galilei. Deoarece în TR viteza se transformă altfel decît în mecanica cla- 
sică newtoniană, dacă am considera masa independentă de SR, legea conser- 
vării impulsului definit prin nw n-ar fi L-invariantă, adică n-ar {i valabilă în 
orice SR inerţial. 

Prin urmare, dacă păstrăm definiţia impulsului (cantităţii de mişcare) 


i 
ca produsul dintre masă și viteză, mv, şi cerem valabilitatea legii conservării 
impulsului pentru sisteme izolate în orice SR inerţial conform transformărilor 
Lorentz, trebuie să admitem că masa depinde de SR faţă de care o măsurăm, 
analog lungimilor şi duratelor. Masa corpului măsurată în SR propriu, adică 
în SC legat rigid de corp, fală de care corpul este în repaus, se numeşte masa 
de repaus my, atunci față de alte SR masa va fi diferită, dependentă de viteza 
corpului fală de acele SR. Masa de mişcare trebuie să depindă de modulul 
vitezei, altfel SR n-ar fi echivalente şi s-ar evidenția o direcție privilegiată, 

Putem găsi legea variaţiei masei cu viteza considerînd un exemplu de 
ciocnire perfect elastică a două bile identice. Dacă două bile identice se mișcă 
înainte de ciocnire cu viteze egale în modul şi de sens opus, impulsurile lor 
vor fi egale în modul și de sens opus, deci impulsul total va fi nul. Atunci și 
după ciocnire impulsul total trebuie să fie nul, adică și după ciocnire impulsu- 


rile bilelor trebuie să fie egale în modul şi de sens opus, Din condiția ciocnirii 
perfect elastice rezultă că impulsul fiecărui corp în parte nu se schimbă în 
valoare absolută prin ciocnire, adică masa şi viteza în modul a fiecărui corp 
în parte (bilele fiind identice) nu se schimbă prin ciocnire (fig. 11.4). În acest 
caz energia cinetică (dependentă de masă și viteză) a fiecărui corp în parte 


Fig. 11.4 


nu se schimbă prin ciocnire, adică este respectată condiţia de conservare a 
energiei cinetice în ciocniri perfect elastice. e A) De 

Alegînd sistemele de referinţă ca în figura 11.4 (Va nu se schimbă, vy schimbă 
semnul prin ciocnire), cerem respectarea legii de conservare a impulsului şi 
în S’ care se mișcă cu viteza u = Va. Atunci vitezele bilelor în S’, înainte și 


după ciocnire se caleulează uşor cu ajutorul formulelor de compunere a vite- 
zelor (11.13); 


| Înainte de ciocnire „După ciocnire 
| Dy Op 
l o = , - 
Pee aa T y= af V= je 
| 
Bila 2 22s, oi vele: 2 vai le 
É 1 -p oze 1 4 je? i + osie 1 ++ vie 


| 


Conservarea impulsului pe direcția Oz este automat verificată pentru 
fiecare bilă în parte. Pe direcţia Oy trebuie să avem: 


MWy O MBP 1 — dle mwy, Mbit 


apa ra | 2a? 
JT oje 1+ vc JIZ o 1+ ožje 
sau a 
m =m 1 vale: (11.23) 


+ 2? 

1 — we 
de unde se vede că masele de mişcare ale celor două bile nu sînt egale, deoarece 
au viteze diferite. Relaţia (11.23) fiind valabilă pentru orice Vs, pp la limită 


cînd v, — 0, m, va deveni masa de repaus ms (în S'), iar m, va corespunde 
vitezei de mișcare v = 2v,[(1 + »3/c°), astfel încît obţinem din (11.23) for- 
mula variaţiei masei cu viteza ; f ia rG 


mo 
m d AIE 
n JIS vêle 


şi impulsul (cantitatea de mişcare) : 


(11.24) 


par ir | | (11.25) 


Cînd v —c, masa şi impulsul tind către infinit (pentru v > c, ele devin 
imăginare !). Masa este minimă:în SC propriu. 


11.8. FORȚA" Sp Nje 


Prin urmare, impulsul unui sistem izolat se conservă. Atunci variația 
impulsului se datorește forței :aplicate::.; ja e ai at 


Mp ie a il : : KOAN $ 


> amò d d z aa RTN 
n Fa UNEA aar $ Mop r UNE 
"di di i `e? — pt 


pia RA) n aie datand oii ua o Atata tg iii aja aaa: 
deci în general forţa nu este coliniară cu acceleraţia. Pentru e > co, ultihul 
termen tinde către zero şi regăsim ecuaţia clasică. Descompunînd acceleraţia 
în cele două componente, avem: i 


T m > Mo > Oom.. >n > >> 


F = mă, « la > = - CF Fa 
SI, Pi HE t Jir je n Ti a E Pe t ai t 


' 
Prin urmare, pe direcţia. no. 'mală, (11.27) 
de exemplu în mişcarea circulară uni- ` 
formă, putem scrie F = ma, unde m 
este (11.24). 

Dacă particula are! viteze relati- 
viste (apropiate de viteza luminii) 

> 


atunci forţa F aplicată particulei pro- 
duce o acceleraţie, mai mică decit. în, 
cazul clasic și deviată spre normala la 
traieclorie, ; deci acceleraţia. nu, mai 
este riguros coliniară cu forţa (este 
din ce în ce mai greu de modificat mc- 
dulul vitezei în comparaţie cu direcția 
vitezei) (fig. 11.5). i 


11:9. ENERGIA 


< 


Lucrul mecanic al forței aplicate punctului material trebuie să fie egal 
cu variatia energiei cinetice a punctului material, deci 


aW = Far = Fo d= 


Uw) y v di = d(m 25 = 
di 


= dm + nw dv = dm -p nw dv, 


dar din (11.24) avem 1 


j e miw! ii du: i l d i (1.28) 
= i 
astfel incit, x 
aW = dm + (62 — v’) dm =? dm = AE, (11.29) 


a 
A p3 Mat” 
E, = me — me? £ me, (11.30) 


f i JL rie 


unde E = mac? este energia de repaus, iar F= mc? este energia totală. În 
cazul vitezelor mici, v/e < 1, (11.30) devine: 


E, == mc? ( | 


E=) niae? ze ma”; 0131) 


adică se obţine în prima aproximaţie'expreşia clasică a energiei cinetice. 

O seric întreagă de consideraţii teoretice ṣi de experiențe (de exemplu, 
emisia și absorbţia radiaţiei electromagnetice, reacţiile nucleare) arată că 
proporționalitalea dintre masă și. energie esie universal valabilă (pentru, orice 
fel de energii) : , 


upo ef 


m A mo A mat? 
E = me 


i — pici ai Vi] pi 


(cînd v --c, E = co, iar 'pentru v >e, Li devine imaginar). Prin urmare, orice 
variaţie de energie este însoţită de o variație corespunzătoare a masei, și 
reciproc. 
Legea conservării energiei este și lege a conser ării masei, 
De exemplu, dacă un corp absoarhe o: „cantitate de. „căldură à Q = 1 J, 
masa lui oreste cu i 


(11.32) 


1J 


FALOS kg. aio 


= J10 m is? 


O energie de 500 miliarde kWh corespunde unei mase de 20 kg. 


În spațiul- tip. relativist impulsul 'p ind şi energia B = më 'se unifică 


într-un cuadrivector : trei. componente spaţiale p şi componenta a pátra: 


Eje = me. Pătratul acestii cuadrivector se calculează ca și piureul ciuadriin- 
tervalului, conform metticii spaţiuluii-limp : i - 
(11.33) 
Hi 
(11.34) 


în locul formulei clasice E = p° oa Pentru particule cu masa de repaus nulă 
(foton, neutrino) : . 


E =pe, (m = 0). © © (11.35) 


Tot aslfel se unifică toate mărimile fizice în cuadrivectori sau, în general, 
în tensori (de exemplu, cîmpul electromagnetic). 

Teoria relativităţii a fost strălucit verificată experimental. Astfel, expre- 
sia relalivistă a impulsuli şi variația masei cu viteza se verilică la particulele 
elementare accelerate la viteze mari. Masa unui electron accelerat pînă la o 
energie de 30 MeV crește de 60 ori (mec? = 0,511 MeV), iar masa unui proton 
accelerat pînă la 50 GeV creşte de peste 50 de ori (mac? = 938,2 MeV), 

Dilalarea duratelor se verifică în calculul timpilor de viaţă ale mezonilor 
în SC de laborator faţă de SC propriu. Relaţia dintre masă și energie se verifică 
în toate reacțiile nucleare și în toate transformările reciproce ale particulelor 
elementare. Astfel, un foton se poate transforma într-o pereche electron-pozi- 
tron, numai dacă energia sa hy este cel puţin egală cu masa de repaus a celor 
două particule 2 mec? $ E 


hy 5> 2m = 29,1107% kg.9.108 m?/s? = 1,64:1078 J = 1,022 MeV, 


y pe € h 6,62-107 J-s 
=c < ea i - 
Y 2mo 2.9,1:1073 kg-3.-10° m/s 


121-102 m = 1,21107 Å. 


Astăzi este în plină creaţie o teorie cuantică relativistă a cîmpurilor şi 
particulelor elementare. 


ESE i gis i 


PROBLEME T ta i ! 


iLL La inoimone ul; Ei = 0 se ante din originea Comuni a sistemelor S, S'un semnal luminos 


=? aa constată, ce celălalt observator, ? 


R Constată acelaşi lucru : frontul de undă reprezintă o sferă cu centr ul în originea o 
a sistemului său de referință S^, de ecuaţie : pase 
cuadriintervalului !). iy 


11.2. Să so ar. ate că transformirile Lorentz se pot serie sub forma : 
5 « 
= "eng +e sh, ct ash YH ei ch 


unde th v= = nuje 
otăn: ho = = Pie thg’ = vje atunci legea de compunere a wilezelor (11.12) de- 
gi, 


11.3. Mezonii ei generați in laborator au un timp de viaţă Te = 2.6:107%'s. Se constată 
experimental că mezonii născuţi ia. înălțimi mari, A = 10 km, ajung totuşi Iu suprafața 
Pămintului, deși s-ar părea că nu pot parcurge o distanţă mai- mare devit smes = Toe = 7,8 m. 
Să se explice acest fapt. 

„A. Dila 

pentru 


ca duratelor pentru. observatorul „beri esti w din Sk „sau contracția, lungimilor 
SR propriu al mezonilor i j i 

„ Cu cit crește masa de pe m, = 1, 00 ta unut Satelit e eare iese din cîmpul gravita- 
oair icrustru $ È 


Ro Am = m JRje x 07mg, (R — iza “paniintului). 


11,5. O particulă în repaus'de masă m, este lovită de o altă particulă cu masa de repaus 
m, şi viteza v, pe care o absoarbe, Să se afle masa de repaus m şi viteza v' a particulei com- 
puse rezultante. 


Mw, 


R m= Vm + m + 2mm} YI = ve, v= . 
mi + m: Y 1— vije 


__ 1L6, O particulă în repaus de masă m lisionează in două particule de mase de repaus nn 
m,. Să se afle energiile totale E, E, ale celor două particule rezultante., 


n +m mg m — m + m 
R E= i Le, B= r ez, 
i 2m ' 2m 


11.7, În sistemul S’ oiparticulă se mișcă în planul O'x'y’ cuiviteza 7 sub unghiul $ faţă 
de axa 0'x, Care va fi unghiul respectiv 0 al vitezei v în 5? 
v Vi = ue 
v’ cos 0”. - 
Vi = 
uje 4- cos 0 


ii în particular, pentru propagarea luminii (aberaţia 1u- 


R. ls 0 = i 


f 


sin 0, de unde pentru unghiul de aberaţie A0 = 0 — 0 x 


minii): tg0 = 


serie formulele de trănsiormare pentru cuadrivectorul impuls pi! = EA Ec), 


pa + uB je z Sr Kia 
y = ba A = pis pps pe E = 
n Pa Vi>= u? eë > Py = Py Pe n 


j det 
11.9. Cuadrivectorul viteză este uf = 


v . 
e i 
(= E) 4 


dh 
= 1, 2, 3, 4), (lo timpul propriu). Să se arate că cuadrivectorul impuls pi S mu. Să se 
calculeze pătratul (în E,) cuadrivectorului, viteză, , 


R e, 
i i DE GEN tet ani, lu EA Tda’ A 
“11,10. Cuadrivectori acceleraţie este a! e aa iie pa Kanad dr Sa „d 
S iad dle tds ni aaa, 
= 1, 2, 3, 4). Să se arate că el este „perpendicular“ (în E) pe cuadrivectorul viteză ui, 
Su i det dp... dpi e dul T fra 
11,11. Cuadrivectorul forță éste fi = 22 ic E. ine“ ms = mai, (i = 1 
ETA ds ds Mp i 
= 
a: Fă : r Fv “ Pu ri g 
2, 3, 4). Să se arate cù f! y — | şi că el este „perpendicular 
(Vio eVi = je., 


(în E) pe cuadrivectorul viteză, 

11.12. Un mezon p se mișcă în SL cu-viteza v și a parcurs o distanţă side la generarea sa 
pînă la dezintegrarea sa. Să se calculeze durata de viaţă proprie și distanța parcursă „din punct 
de vedere al mezonului“. : ia 7 FI ER 


Epi Se =S VL wje., 


11.13. O particulă cu masa de repaus m pleacă din repaus sub acțiunea wiel forţe con- 
stante F. Să se exprime în funcţie de timp, viteza şi coordonata. 


Fe TEE aie, 
R v z s= -fym Ă 


= me]. 
y ep fiti JE Ev 


11.14. O particulă de sarcină q și masă de repaus m, descrie un cere de rază R intr-un cimp 
magnetic uniform B. Care este viteza particulei ? 


e 


R. 


FI ner B 
11.45. Un foton se transformă intr-o pereche electron-pozitron, care într-un cimp de in- 
a a 
ductie magnetică B, transversal, au razele de curbură ale traicctoriilor R, Care a fost lungimea 
de undă a fotonului ? 
h 


R. a= —. 
2 ymi F eR 

11.46. Un mezon x în repaus se dezintegrează astiel : r — y -H V. Care este energia cinetică 
a mezonului pu, format ?. Se cunosc mascle de repaus Mys, My» 


2 a i 
(ma + my) e? B (Mg = My)? c2 X 


R E, 
„Eu EIB > Eoy Si 


11.17. Să se găsească legea vitezei şi legea mișcării relativiste uniform accelerate pentru o 
particulă care se mişcă eu acețic: aţia a; constantă în SC propriu. 


' și dal 
R, Dj Esi L arte fe? 
VI aije E (VTF RETE H căt ]e 1), 


timpul propriu l = 2 are hau je). 
z 


luciul a zin $ Witeza relativă'a particulei 1 Taţă de partieila 2 
- Să: sè anis modulul Vital relătiv e. ie ae: 


a iri oo 


SL a 
Rus, cu masa M sc dezintegrează, în trei particule cu ma» 
mă pe,care o poate prelua una din cele trei particule, 


„ii -5i z 
“ua, 19. o particulă; aflată în 
sele de repans m; Să se afle ener 
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CAPITOLUL 1295 N 


MECANICA SOLIDULUI ELASTIC 


Un' model mai Fidel al Gytpurilor reale este. „nodelul solidulu elastics, 
care ţine seama de deformaţiile corpurilor (+ alabil pentru. iii nu 
prea mari). 


12.1. TENSIUNILE ȘI DEFORMAȚIILE- 


Orice corp din natură, este mai mult, sau mai, puțin deformabi). Sub 
acţiunea fortelor exterioare, în interior ul lapat tensiurii interne, dato- 
rită deformării corpului. Atomii sau ionii care lor mează corpul se deplasează 
puțin din pozițiile lor de echilibru ; atunci forţele `e interacțiune, (dc legă- 
tură) dintre ci se opun acestei deplasări ca forte interne, 

Detor Sp care dispar ae suprimaret forțelor care, le- au produs, 


Vom fa PA mai “jos n numai 0 0 omogene (aceleasi proprietăţi 
fizice în toate punctele corpului — invarianța la franstații) și izotrope (ace- 
leasi proprietăţi fiz în toate directiile —- invarianţa la rotii). Astfel sînt 
materialele poli ine (de exemplu, metalele), formate din mierocristale 
orientale haotic. 

Detormaţiile elastice se împart în patru categorii siiiiple : a) întindere 
(tracțiune) sau comprimare (compresiune), b) fortecare (lunecare), e) flexi- 
une țincovoiere) şi d) Lorsiune (răsucire). 

Frecvent aceste lipuri simple se suprapun (coexistă). 


12.2. TRACŢIUNEA (ÎNTINDEREA) BAREI 


12.2.1. TENSIUNI ȘI DEFORMAŢII 


Fie o bară de lungime iniţială (nedeformată) l și secțiune transversală 
iniţială (nedeformată) S, supusă la o forţă de întindere F (fig. 12.1). Dacă 


dei 
reprezentăm grafic tensiunea elastică (efortul unitar) e = P/ Sa în funcție de 


3 Pta mda bee ed x det: ` 

deformatie (alungire. relativă) s= Aljl, obținem curba experimentală din 
figura 12.t, carc.este asemenea (proporțională) cu curba fortei de tractiune F 
în functie. de alungirea barci Al =l — l 


Fig. 12.1 


Di 


unde E este modulul de elesticitale la tracţiune (CE dung) (E x 2-100 Nm? la 
metale). Punctul P (ep, cp) reprezintă limita de proporționalilate (limita dome- 
niului Hooke). Defarmaţiite elastice se întind însă: de obicéi ceva mai departe 
de limita de proportionălitate, pînă la limite de elusticitule, după cure începe 
domeniul deformațiitor plastice., 

“Punctul critic S(es,os ) repr ezintă limita de curgere sau de fluiditate, 
Dincolo de această limită deformaliile crese neregulat fără vreo solicitare 
suplimentară ; . materialul scurge“ 3 este regiunea de: prelerareplastică a 
metalelor. hi i 

Mai departe, dup tot minarea. curgerii, tensiunea creşte din, nou o, dată 
cu; deformarea, pînă la; imita, de rezistenlă, „B(ew.o9p) cînd, începe o gituire 
pronunțată a barei într-un:anuinil loc și ruperea ci, corespunzăl oare-punetu: 
lui de rupere Z (ez, 6z). 

„Dacă am raporta forţa de tracțiune F nu la secţiunea inițială Se, ci la 


secțiunea reală. S {ear se micşorează fiindcă | para: 'se subțiază), atunci am 
obţine o curbă! monoton crescatoare (punetată). $ 


Dacă înlăturăm forța de întindere într-un punct din regiunea deforma- 
ţiilor plastice, corpul :rămine cu o delormație remanentă Siem La.0 nouă 
experimăntare a probei: se constată că ‘limita që poporționalitate creşte: 
cp 3 &p. Acesta este fenomenul de“înlărire a “materialului prin prelucrarea 
sa (deformare plastică) la rece. îs 


12 2. 2. CONTA CIA, TRANSVERSALĂ 


Experienţa arată că în timpul întinderii barei, dimensiunile sale trans- 
versale se micșorează ; bara se-contractă și: această contracție este propor- 
ţională cu alungirea (în dom: niul. elastic): i 

AD AI simta, e 
: -= p ue e pi i 412,3) 
bo Lb o: IE oi 


unde p este coeficientul lui Poisson (adimeabicil) {pentru metale” pir "0,3 
sau a). 
Relaţii analoage celor de mai sus se aplică : Și comprimării. În. ai st caz 
e < O0(AI < 0), Ab > 0 şi e se consideră negativ (în locul contrasţie trans- 
versale Poisson avem acum o umflare transversală Poisson). 

Variația relativă, de volum este Ł 

— us)’ pa e 7 i i 
er AV — S(l— pe) li H e)— Soo x e (1 — 2), (12.4) 

V Sola i 


unde am neglijat termenii superiori în e, deoarece e & 1. Vom vedea mai 
jos că totdeauna 1— 24 > 0, astfel încît volumul crește prin tracţiune 
(e > 0), respectiv scade priti comprimare (e < 0). a 


1223, LUCRUL MECANIO' 


Este efectuat de forţa aplicală și „înmagaizinat“ în' bară sub formă de 
energie potenţială de deformare: . PE Da 
i A e g 
w -|ru z jos a-i PI Sia! 
LI 


„în o ri Și ale pont leaga at SI ea 
sau raportat.la volumul iniţial nedeformat :: e Mi it KON 


Pe graficul o-—ttăcest luctu mecanic pe uiitatea ile- volum 'său 'densiiatea 
de energie potenţială este dat(ă) de aria mărginită de curba tensiunii 'elastice, 
axa detormiţiilgr elastice şi ordonata deforiiăţiei-tinale e ; ioi 

-În domeniiil elastie!:este: valabilă legea” lu oke 
integrarea’ dă: enargia elastică pé, „unitatea, de volini: 


astfel încît 


Prin: urmare; în ficeare tunitate de- volum a corpului se .„inamagazinează“, 
atit la întindere cît şi la comprimare, o, energie potenţială proproţională cu 
pătratul deformaţiei elăstice său cu pătratul tensiunii elastice. 

În practică, atita timp cât ne restrîngem la domeniul elastic, unde defor- 


maţiile sînt mici (< <i% putem serié s=F|S, e= lete. -~ neglijînd pu- 


terile superioáre mici ale dèformațici e. 


Întinderea sau comprimarea::barei dă deformaţii omogene, adică toate 
fibrele longitudinale 'ale barei sint deformite identic. În cazul încovoierii 
unei. bare avem deformaţii. neomogene : fibrele interioare (spre concavitate) 
sînt comprimate, în timp ce fibrele. exterioare (spre convexitate) sînt întinse, 
și există fibre neutre de lungime neschimbată. 


12.3. COMPRESIBILITATEA i 


12.3.1. INTINDEREA 
(SAU COMPRIMAREA) 
UNUI PARALELIPIPED 


Fie un. paralelipiped supus 'în- 
tinderii sau comprimării pe toate feţele 
sale (lig. 12.2). Deformaţia rezultantă 
este o suprapunere a deformaţiilor 
generate separat şi independent de 
cele 3 solicitări pe cele 3 direcţii : 
perpendiculare (deformații presupuse ai 
mici) (principiul suprapunerii valabil în aproximaţia aa à). Ca urmare a 
solicitării o pe o direcţie, rezultă o alungire [E pe acea direcţie şi o contracție 
transversală - Poisson = po/E pe: celelalte două direcţii perpendiculare 
(transversale) astfel. încit pentru cele; 3; solicitări ipezultă următorul tablou 
al deformaților,: : 5 


* Tablon aefăritaţiilor clâstice 2 


-0x `. Oy "Oz. 

ce 5 © TROJE i | ` SHEE | 
—nslE mă zi ce! i pole 
` padi ` ppd —păiB” si pi E 


F x e 
Prin însumare, găsim deformaţiile rezultante'pe ficcăre directie : 


it Ala: oa — ploy st 0), : y „Aly; „Gu — Kart: Ca) 
Er si Ey 


laz E loy K E 


e, mh aa le u e (2.9 
hi E 


bă 


Dotormaţiile fiind considerate mici, le putea asimila cu diferenţiatele, astfel 
încît pentru variația de volum avem : è ; 


aAA In V = În la + niy pinla 


i 


dV dl, Hy dl, -AV Al, j Alti Al 
= sere ae — Ep Ci pila ` 
V i; ly i Vo ? loz | lay lz Aragia 
oo 1 — 2w y : T A iii 
Ep = Ea T Eyt Er = Tp ee T Syt dz). je (12.8) 


Detormaţia elastică (relativ ă) a sd puri En “se poate, obţine: şi astfel : 
Din (12,7) avem : Eig 

Al, = cslos sau ly — los = Egle Sau ly = (| + Er)lor 

de aceea volumul deformat este o Dra 
V = lalea = logloyloe(t + cal +e) (| ki DA 


Denarece în domeniul elastic deformaţiile sînt mici (e ~ 1% sau e <% l), 
avem În primă aproximaţie : À 


V = va a ca) (E+ En) (| Hey V (1 + ee Ey Ez) 


de unde 


adică formula precedentă (12.8). í Tod Ea iT 


2,3.2. COMPRESIUNEA UNIFORMĂ. COMPRESIBILITATEA l 


în cazul comprimării uniforme de tip hidrostatic.a unui corp, se definește 
enfirientul de compresiune (sau de compresibilitate) prin relaţia : 
1 AV ner 1 êy 


PA > x , 2.9 
S Vo Ap | Vo dp o ) 


adică x este numeric egal cu descreşterea unităţii de volum la o creştere egală 
cu unitatea a presiunii. 
Experiența arată că totdeauna la o creştere. a presiunii volumul sc ade, 
desi-x 3>. 0. 

inversul lui x se numește, modulul de compresiune : 


N E o d210) 


Formulele (12. 1) dau. în acest caz (Ap > oi “înstamnă o comprimare, deci 
o <0, adică c= — Ap): 4 K! 
i a 1—2 
y = Ge = 6 = — Âp; Er = Ey = E, =E c F7 E Ap, (12.11) 
5 i z 


„mărime.se determină din condiţia ca dimensiunile;transversal 


cp = de 8 E Ap Ap, (42.12 
VI Ee i 
pu LE a) per d E 0913) 
| Ba 302) | 


Cum x> 0, ‘rezultă T= 2u > 0, deci totdeauna u 05. 

La metale Xæ 1,5-10: N/m*, la apă=2-10° N/m?, la mercur 2,6 10:9N/m?. 

Energia elastică. „înmăgazinatăt“ prin deformare, pe unitatea de volum 
(densitatea de energie). este: 

wW 1 1 1a (ApP 

p T g(t tey -H £264) 3 Ea 3 Key = J 


(12.14) 


12.3.3. DEFORMAŢIE UNIDIMENSIONALĂ 


Să ; considerăm acum. întinderea unei bare, prinsă lateral atît de rigid, 
încît dimensiunile transversale nu se pot schimba (de exemplu, compri- 
mările „şi rarefierile în. unda sonoră care se propagă. într-un mediu elastic 
nemărginit, nu pot produce contractia sau umflarea transversală Poisson). 
Datorită reacţiunii. pereţilor laterali, care împiedică umllarea (sau contrac- 
tia) transversală a: barei, în bară apar, tensiuni elastice: transversale a. căror 
să nu se schimbe. 
- Fie deci tensiunea Gg, în, direcţia. axei. Oz, atunci trebuie să avem ; 


Dna ns te) Lo cam SE moet LA ) 


de unde 


m S t Oj T Ör =+ 
. o bg 
iar penen deformația longitudinală Ex rezultă : 


oi ti (12.15) 


Oa —u(0y + 62 1 
salii a pr ei (0246) 


Ez 


sau ii 
1-—u 


0, = E' Ep unde, E s BTE 
(L -+ y) (= 


R (12.17) 
ag) miti 
Pentru p 2 0,3 (metale), avem. dproximativ., E = 13E. ; 
Vom folosi. acest rezultat de la a studiul pr opagării snetilui în medii elastice 


nemăr ginite.. 


în cazul întinderii sau comprimării bază Soleil corali, (2. 4). 
Există derormatii i în care volumul rămîne: constant ;schimbindp-se; numai 
forma. aE pen rti 


12.4.1. FORFECAREA SAU LUNECAREA 


Aceasta este deformarea în care unele straturi lunecă peste allele. Dacă 
aplicăm două cupluri de forţe la două perechi de feţe opuse ale unui paraleli- 
piped (fig. 12.3), straturile se vor deplasa unele faţă de altele. Pentru de- 
formaţii mici, a pi dă o proporţionalitate, între unghiul Ra (în, .rad) 
și efortul tangenţial + = FI So: $ 


Gy (legea Hooke); (12.18) 
[G] == 1 N/m? în SI (12.19 


unde G se numește modulul de 
Zaf So lunccare sau de forfecare. 


12.4.2. LEGĂTURA CU ELAS- 


E de | ; "TICITATEA LA TRACȚIUNE 
UA Deformaţia de forfecart: este 
Fig, 12.3 * echivalentă ċu'fntinderėa fibrelor 


“i paralele cu didgönala’ AG şi'ĉóm- 
primarea fibrelor: paralele cu cealăltă diâgonălă © BD. Tensiunea de 


întindere "și cea de comprimare “sînt: egale - respectiv “cu d =, deoarece. 


proiecția celor două forțe F pe direcția AC sân BD'dă $ 2 cos 45° = VER 
iar aria secţiunii diagonale la care sînt raportate tate Să, de unde c = 
= a PAS fă = e. 

Alungirea diagonalei AC sau comprimarea diagonalei BD sint egale cu 

= yi2, deoarece alungirea sau, comprimarea absolută a diagonalei este 
+ Al cos 4% = 4 MINES iar lungimea diagonalei, la care trebuie raportată 
alungirea este Wf, de unde e ='+ Al/2l, = + 7/2. Dar deformația de alungire 
a diagonalei AC, e = y/2, se compune Mini he pare o via da 
din deformația de alungire c/E == 
= + E datorită întindeiii ei cu tensiu- 
nea g = şi din umflarea Poisson 
pe E datorită comprimării transversale 


c =— t pe direcţia BD: = 
+ a uT T 
g aey 1+ 
2 E r E ( H) E 
(12.20) 
şi cum y = 7/G, rezultă: 
G = m a 221) 
ap) 


(pentru materiale obişnuite, G 0,4 E). 

Detormaţia de fortecare apare la 
tăierea tablei, | a solicitarea “uiturilor. 
ele. (fig. 12.4). dă 

Deformaţia de lunecare de mai sus 
cste omogenă. O defarmaţie de lunes: 
care nieomogenă este răsucirea sau torsi-: -° $ a i 
unca unci tije sau fir. O Fige 124 I ui 


Prin urmare, proprietățile, elastice ale unui solid izotrop sînt caracteri- 
zate numai de două constante elastice independente, de exemplu, E şi G. 
În cazul corpurilor anizoirope însă (cristalele) sînt necesare mai multe con- 
stante : de la 3 la cristalele cubice, pînă la 21 la cristalele triclinice. 


12.5. ÎNCOVOIEREA (ELEXIUNEA) 


12.5.1. FORTE INTERNE 


Vom studia încovoierea barelor, considerind că dimensiunile i lor transver- 
sale sînt mici faţă de lungimea lor, iar deformaţiile sînt mici şi tămîni în dome- 
niul clastic (legea Höoke). Presupunem de asemenea 'că toate forţele sînt ver- 
ticale şi acţionează în planul de simetrie vertical, longitudinal, al:barei. Atunci 
în orice secțiune a barei forţele interne se reduc la. o forță transversală (Lăie- 
toare) Q şi la un moment încovoietor (cuplu) M. 

În adevăr, să secţionăm bara la distanţa z de capătul său stîng A şi să 
îndepărtăm partea din dreapta. Deoarece partea stingă a fost şi este în echi- 
libru, înseamnă că partea dreaptă a acţionat asupra celei stingi prin forţe 
interne. în secţiunea. S, care se reduc la o rezultantă Q așlicală în centrul 
secliunii S şi un cuplu M. 

Desigur că şi reciproc, conform principiului III al forţelor reciproce 
partea stingă acționează asupra celei drepte în aceeași secțiune S printr-o 
forţă şi un cuplu de sensuri opuse. 

Din condiţiile de echilibru pentru oricare parte a barei rezultă : 

Yorla transversală (tăieloare) Q și. cuplul, (momentul încopoi etor) M dinir-o 
secțiune S a barei reprezintă rezultanta şi momentul rezullarii faţă de centrul 
Ei ecțiunii S al forțelor externe aplicate părţii drepte a barei (sau minus rezultanta 
şi minus momentul rezultant al forţelor externe aplicate părții. stîngi a barei). 

(Evident, se poate face o altă convenţie schimbînd rolul părților.) 


$ $ 
12.5.2. FORȚA TĂIETOARE ȘI MOMENTUL ÎNCOVOIETOR 


Alegem axele ca în figura 12.5. Să izolăm un element dx din bară, supus 
numai la forțe distribuite continuu q (forţa pe unitatea de lungime a barei) 


(fig. 12.6). Din condiția «de echilibru pentru rezultantă (pe axa Oy) rezultă: 


Q+ qdr+ Q+dQ=0, de unde e = (12.22) 
i ë ~ de 


Derivala forței transversale 
(lăieloare) Q în raporl cu' abscisa 
x esle egală cu minus densitatea 
liniară q a forței distribuie. 

Din condiţia de echilibru 
pentru momente (A este consi- 
derat, pozitiv în sens irigonome-. 
tric!) rezultă (luînd momentele: 


faţă de:secţiunea stingă): © i Fig: 12.6. 
aa 7 , 


—M E (QH dQ) de` g de i +M + dM =0, 


de. unde, ucglijind: termenii infinitezimali. superiori (care se anulează) : 

„AM i 

de.: 

Derivala momentului încovoielor M în raport cu abscisa 2 este egală cu forla 
transversală (lăieloăre) cu semi schimbat —Q. ii . 

„Evident, formulele (12.22—-23) nu se aplică pentru secțiunile 'unge Iu- 

crează forțe externe și momente. externe, concenlrale (acolo derivatele sînt 


discontinue) o 
Din (2.2923) rezultă: 


o a i (12.93) 


(12.24) 


12.5.3. DEFORMAȚII ȘI TENSIUNI 
Prin încovoierea unei bare fibrele longitudinule de pe partea convexă se 
alungesc, iar cele de pe partea concavă se contractă, Există un strat în care 
fibrele doar se curbează dar nu-şi schimbă lungimea — stratul neutru (fig. 12.7). 
Intersecţia sa cu planul secţiunii transversale dă axa neutră (02). 


Fibre 
contractate 


` Sectiune transversală 


daia Axă 


neutră 


Fibre alungite 
Fig. +12.7 


Secţiunile transversale, plane înainte de deformaţie, rămîn plane şi după 
detormaţie, ele doar se rotesc în jurul axei neutre răminind perpendiculare 
pe stratul neutru (ipoteza lui Bernoulli). 

Să calculăm. deformația unei fibre situate la distanţa y de stratul neutru 
(fig. 12.18). Fie R — raza de curbură a stratului neutru, atunci dz = RAO 


Secţiune 
transversală 


Fig. 12.8 
şi alungirea va îi (R— y)d8 — RAO = — yd0. Raportind-o la lungimea ini- 
tială nedeformată dz = RdO, obţinem deformația elastică : 
y | 
i ua ps IILE (12.25)- 
R 


Deformaţiile fibrelor sînt direct proporționale cu distanţele lor pînă la stratul 


neutru. 
Aplicind legea lui Hooke, găsim tensiunea elastică 


f y 
2 Be a EL. (12.26) 
ui R 


În stratul neutru (y = 0) tensiunile normale o sînt nule. 


12.5.4. MOMENTUL DE INERȚIE GEOMETRIC 


Pe direcţia longitudinală Oz tensiunile elastice, care acționează într-o 
secţiune transversală, (Oyz) trebuie să dea forţa rezultantă nulă- (am presupus 


că toate forţele. externe sint verticale) : 


| cas 20, -f B-k as =o, f vas =0 ap, 


R 


saw ordonata ya a „centrului de greutate“ al secţiunii : 
"Up i | VAS == 0, ii (12.27) 


A 


(A :— aria secțiunii transversale), ceca ce înseamnă că are ncuiră trece prin 
„centru:le greulate“ at secţiunii. , i a i iz 
Cum forţele elementare normale, 6 dS aplicate. secţiunii transversale au 
ia „iai rezultanta. „nulă (12.27), ele dau. un 

ia cupluiirezultant al. cărui: moment este 

chiar momentul încovoietor (Lig. 12.9): 


(oas M, (Fas M, 


Fig. 12.9 M = (12.28) 


det 
J =o dS, [J] =- mf, (12.29) 


neutră. 3 — 


Momentele” de inerție geometrice'se calculează analog celor fizice I. În 
figura 12.10 sînt date cîteva secțiuni cu momentele lor de inerție geometrice ; 


unde J se numește momentul. de inerție. geometrie al secțiunii faţă de axa 


A=] 


in. i 
Pa 
i b 
= J J f i z is 
aja oh J-Tirtri J a5 10H bh?) : 
"Fig 124060 Ciola el ; 


pentru momente de inerție egale sînt comparate ariile lor A ; din punctul 
de vedere al economiei de material, secţiunea mai economică este cea inelară. 
sr $ it a, buiw i 


12.5.5. ECUAȚIA LINIEI ELASTICE 


Sub acțiunea forțelor aplicate axa barei se 'curbează, fiindcă centrele 
sectiunilor transversale se „deplasează, iar secţiunile, însele se rotesc în. jurul 
axelor. tor neutre. Vom“presupune deplasări mici o yy o > D 

Axă barei'ia, prin încovoiere, forma unei curbe planë numită linie elastică. 

Raza de curbură a stratului neutru, deci și a linici elastice, este dată de 
(12.28). Pe de altă parte; din matematică se cunoaște expresia curburii unei 
curbe plane : ci A pe Făt ae 
1 , Ẹya. y” „n CU 
REF (Aglae [1 e pp ae 


: unde am neglijat dy/dr =tg 0 x 0< 1, considerind că unghiul de încovoiere 
este mic. i 


=y", (12.30) 


Prin urmare ecuația diferențială a liniei elastice esle 


BI oM. 02.81) 

dz? 
Prin integrare obținem ecuația liniei elastice y = f(x) în care vor apărea 
două constante de integrare, care se determină din condițiile la limită (margine). 


12.5.6. BARĂ INCASTRATĂ 


Presupunem la capătul barei o forţă verticală P. Momentul încovoietor 
într-o secţiune z este (fig. 12.11) : 


M = — PU— 2), 


Atunci (12,31) dă ecuația diferenţială : 


BILL = Ph), 
- "da? 


de unde; .. ! 
EJ Au 1 pa — 
dz 2 


— Ple + C. 
Pentru v =0 avem 0 = 
==0;:  dy/dz =0, deci 
C=0. 


pă 
Ey = = Pas — 


, 1 
< Pl + C. 
2 


Peiitru x =:0 avem y = sul în da E i 
=0, deci C =0. Ecua- l rrr p 
ţia axei barei devine 
1 z -Pl 
EJy => Pat $=); 
i i * (12.32) i enon Fig. 1241 
de unde săgeata „pie AE E 
ÎS BE sia (12.33) 


12.5.7. BARA SPRIJINITĂ LA CAPETE 


Presupunem la mijlocul barei o forţă verticală P (fig. 12.12), atunci momen- 
tul încovoietor : 
P 
M= t pentru g < 1/2, 


AM = z (l — x) pentru 


x > l2 


şi ecuația diferențială a li- 
nici elastice 


JÈL pe, esti 
da? 2 
1 
ia, P 4- C 
dx A 


dar pentru æ = 12, y =0, 
deci C = — PENG; 


Tig. 12,12 


EJy= pe — E pbr C, 
12 16 


dar pentru & = 0, y = 0, deci C° =Q, 


— — — f, pentru v sli? i (12.34 
E m } ( ) 


EJy =+ Pa 


Pentru cealaltă jumătate a barci curba elastică este evident simetrică cu 
aceasta. 
Săgeata este (x =1/2): 


1 PE 
it pe ta cai 19.35 
l-as E (1239) 


Formulele (12.33) şi (12.35) permit, de exemplu, calculul modulului E. 
126. TORSIUNEA , 
Fie o tijă, un tub sau un fir răsucit (fig. 12.13). 'Baza superioară a sufe- 


rit o lunecare față de baza inferioară, dreapta AB s-a rotit î în poziția AB, 
unghiul y fiind unghiul de lunecare la distanţa r de axă: 


22 tgp a y =: (12.36) 


'zei superioare rezultă de aici prin in- 


—. 


Acestei lunecări îi corespunde o tensiune tangențială i 
i „e = Gy =GrO]l. i (12.37) 
Forţa corespunzătoare dF aplicată ariei elementare” dS va îi aF =sd$ şi 


momentul ei față de axă: 


AM = rdF == ctr as, 


Momentul de torsiune total, aplicat ba- 


tegrare : 


M S ofras = Sz0 = Ce, (12.38) 


det k R 
J; = | ras, (12.39) 


CS 2 IC] = 1 Nm/rad, (1240) aa NE 
l Ara Fig. 1243. > 


unde J; este momentul de inerlie geometrie polar aj secţunii, iat € constanta 
de torsiune. i i ' 
Pentru un tub cilindric de raze R, r 


R 
ja | 12.2 a= që 27), (12.41) 


în particular, pentru un fir sau tijă cilindrică : 5 


re Re 
2L WR 


T 
J DR Ci 


„Momen ul de torsiune aplicat este, proporţional . nu unsh i 
iar ci anta de'torsiune este proporjională cai puléred ü t aq razei, fiz alui. 


Lucrul mecanic efectuat la. răsucire va fi 


pi ME? aa, 
W= Ma i ceea m2.. (12.43) 
. pi Ppd tos tu 20 
Dacă printr-un arbore se tranamite o putete P atunci unghiul ide -răsn- 
cire a arborelui. va fi ove o . pt za e eee ti 


M P PoU i 


Saa (12.44) 
CG: -a Co oc zG Ri 


1243 


Răsucirea unui fir este folosită în balanța de torsiune. pentru măsurarea 
momentului unui cuplu de forțe foarte slab, de exemplu, în experienţele lui 
Cavendish. Se folosesc fire subțiri de cuarț de 1—100 um, iar unghiul de 
răsucire se măsoară cu ajutorul deplasării unui spot luminos reflectat de o 
oglindă foarte mică fixată pe fir. Sensibilitatea este extrem de mare. 


12.7. FRECAREA LA ROSTOGOLIRE 


O bilă foarte dură (de exemplu, din sticlă), lansată de-a lungul unui plan 

orizontal dur (de exemplu, tot; din sticlă) se, rostogolește mult timp aproape 

ENR uniform. Dacă. bila ar fi perfect dură şi 

planul 'orizontal perfect dur şi n-ar exista 

frecarea cu aerul, bila s-ar rostogoli la 

nesfirşit rectiliniu uniform, deoarece nu 
apare nici un cuplu de frinare, 

În realitate, şi bila şi planul se de- 
formează, în fața bilei se formează con- 
tinuu un „val“ (vizibil, de exemplu, la 
rostogolirea unui tăvălug greu peste o 
bucată de cauciuc moale) și punctul de 
aplicaţie al rezultantei N a forţelor de 
reacțiune normale se deplasează puţin 
înainte cu distanţa, f, dind un 'monient 
de frinare (fig. 12.14). Totodată apare o forţă tangenţială de. frecare 
ña rostogolire“ F, care se opune lunecării, 


Fig, 12.14 


Pe măsură ce forţa de tracţiune F creşte, se deplasează înainte și forța 
pă 


de reacțiune normală N pină cînd corpul porneşte, după care această depla: 
sare f rămîne practic constantă. O putem găsi din. condiţia de rostogolire 
«aniformă : 


F— F,=0; F, R—Nf=0, RE, [[J=1 m (12.45) 
şi reciproc, forja de frecare la rostogolire 
F,= Š, (legea lui Coulomb), (12.46) 


wade f so numeşte coeficient de frecare la rostogolire (el este de obicei de ordinul 
anui milimetru). Se vede că forţa de frecare la rostogolire F, este proporțională 
<u apăsarea normală, ca și forță 'de frecare la lunecare Fy, dar este mult mai 
maică. De exemplu, la o roată de camion cu raza R= 0,50 m, pe teren dur: 


ul, 
Fr=uN, FN, 
ie, p $ R 
FIE, = pRIf = 0,4-0,50: (4-1073) = 50, 


žar pentru roțile de. tren: FF, % 2 000. i : 
Dacă corpul se rostogoleste liber pe un plan orizontal (N = G): i 


pap 1 
"SR 1+EmR 


i (12.47) 


JAA 


Coeficienţii de frecare la rostogolire i 
i i i "3 '3410%m 


Poală de lier pe cale ferată e dai 
Roată de fier pe asfalt Spa 


Cauciuc pe teren dur 


PROBLEME 


1 m se rotește uniform cu viteza unghiu- 


12.1. O bară omogenă subțire de lungime 1 și me FĂ ane Atla el bă anen 


Iară œ într-un plan orizontal în jurul unui capăt fix 


din bară la distanţa de capătul fix și reacţiunea R a lagărului. Cunoscind secţiunea A a barei 
si modulul de elasticitate Æ, să se afle alungirea barci. 


Fig. 12.15 


mat 
DAR 


== ÎL meat, Al = 


2 


m 3 
Ro Fo — r) 
CeT 


2.2, ară subțire omogenă și uniformă de masă m 
și ae) alea liber cu amplitudinea sută a 
in planul vertical în jurul capătului superior dixat î re 
articulație (fig. 12.16). Să se afle în funcţie de m dă 
deviaţie:0 : a) viteza și acceleraţia unghiulară a barci ; b) forţa 
de presiune exercitată- de bară asupra articulației ; c) mo 
mentul. incovoictor ta ”distanța "w d& articulaţie. iCare, es e 
secțiunea periculoasă ? EN aa 


R. a) a x (cos 0 — cos g), e = 


w) rF, = 1 m cos Ô — 3 cosg), 


Bă i erf 


Fig. 12.16 


G M= PL qQ- e asind; Mas =— mglsin 6 pentru z= l3. 
aci Poli Si ard atu 9 

12.3. O bară de luiigimie |, d i n 

atie alungtrëa harel datorită propřici salo greutăţi. 


moča și masă m este suspendată la capătul suporior.:Să se 


li 
R At 
2EA. 


12.4. O bară uniformă de lungime 1 
și moment geometric J se sprijină liber la capete pe 
ana reazenic, fiind încărcatii cu o forţă uniform distribuită q ca în ligur a 12.17. Să se afle toria 
ăietoare maximă, momentul icovoietor maxim Și săgeata, 


Fig, 12.17 


x 1 i 
R. Qu =y l 3 


Fig. 12.18 


12.3 5 o bară uniformă de hng'me:l 
moment geometrie Jo este. încastiată 
țin capăt ş ărcată,cu o forţă uni- 
rm distr bu 4; ca. în figura 12.18. Să 
se afle forța tăietoare maximă, momentul 


încovoicter maxim, şi săgeata. 


12.6. Ce presiune interioară poate 
suporta un tub cilindric, respectiv un ba- 
lon sferic, ' dacă raza este R, grosimea 
pereţiler d (<h) Şi tensiunea elastică 
de rupere '5,? 


i P = a, „It RS Padin. 


12.7. Ce lucru mecanic trebuie efec- 
tuat pentru a curba într-un cere o bandă 


«le oţel -ge: iupgime d. lăţime. b..si: gro- 


sime. Z, cunoseînd modulul £? S 
deră” dcformaţiile "elastice! 


R. 


CAPITOLUL 13 
MECANICA FLUIDELOR 


Problema fundamentală a mecanicii fluide Jor este determinare’ distri- 
butici presiunilor şi vitezelor într-un fluid. E 


13.1. STATICA FLUIDELOR 


Într-un fluid în repaus presiunea este izotropă, Pe fiveare clement de 

suprafață d5'în interiorul fluidului se èkêrcită o forţă perpendicular pe su; 
> 

prafaţă și independent de orientarea elementului de suprafaţă :, aF = = pă5. 


ay 


iZLE PRESIUNEA HIDROSTATICĂ 


Datorită greutăţii păturile de fluid exercită presiuni unele asupra 
altora. Variația de presiune dp între două. suprafeţe de nivel z, z 4- dz este 


dată de greutatea':păturii de fluid 


zi 


de grosime dz, exercitată „pe unitatea “i 
de suprafață (fige 13.1): a 
uSp 
dp = — pg dis = — 09, 
ëz 


Mai general, presiunea p într-un” 
fluid este o funcție de punct, p = 
= p(z, y, 2). Variația ci se datoreşte greutății păturilor de fluid, adică prezen- 


Fig. 13,1.. iim 


tei cîmpului gravitațional T g(a forțelor, masice). Gradientul presiunii, 
iĉare caracterizează variația piesiiinii în spaţiu şi este dat de deriv atele parțiale 
ale acesteia, este un vector «perpendicular: pe: suprafeţele de presiune 


è a e s ak Ruen : 
onstantă (în sensul creșterii presiunii), deci este perpendicular pe supra- 


fe î ravitați ant î 
tele de cîmp gravitațional constant în sensul acestui cîinp. În cazul particular 


de i Î i i 
mai sus aceste suprafefe sînt orizontale şi cîmpul este vertical în jos 


de aceea gradientul presiunii s-a redus numai la componenta verticală (13.1) 
(în SC ales). În general avem iii 


grad p = SI = Spies T dm T aP Și 
F ENE ay’ a 


gradientul presiunii sie egal cu forla e unialea de volum (densitaiea volumică 
e l (é anitalea de vol d 
f [ i P ( tute dumică 


La lichide densitatea p est ic ă, astfel înc? 
rca 4 e practic constanti; astfel încît (13.1) dă prin 
Pz — Pi = — pg(z2 — 2) sau |Ap| = pgh, (13.3) 
unde h este grosimea stratului de fluid, 


pula 
Observaţie. Presiunea (13.1—3) este iumită Hidrostatică saù 'arostatică spre 'a o deosebi 


de presiunea cinetică de la gaze, care sc dator e bombardam uui m E, 
la gaze, care amentului molecular asupra pere 
h: 
datorește bombard: tul lecul 


speta, ai 2 mg 


13.12. UNITĂȚI DE PRESIUNE |, | 


t 


Reamintim unitățile de 
T r) 

Ip] -5 MT = 

is] 7 MT 1 N/ 


în e. 1 dynfem? = 1 bary 


presiune : 


„Pa în SI, 


=04 Nm? iîn CGS.. (13.4) 
1 bár = 10% baryer== 1 Mharye =.10% Nim? ., i 
Alte unităţi tolerate, folosite curent sînt sirnzătuarele ; 


Torrul (sau mm Hg) este ega si vorcilal y OREIN 
la 0°C şi tn etm a F gal cu presiunea exercilală de o colcană de mercur tnallă de 1 mm 
Ip gi ajional normal (standard). Folosind (13.3) 'rezultă :,.:; 


„1.Torr = [poli] = 13,5951- 105.E8 .3,80065 2-1 .10- m 

i | 5 m? s! Š 

= 133,322 N/m? & 133,3 N/m?, (13.5) 
O atmosferă fizică este egală cn 760 Torr: 


1 del „ Sici gin dă 
atm === 760 Torr = 760:133,322 N/m? =110 1325 Nm? x 
că 2 1013-10: N/m? = 1,013 bar. 


á i seg (13.6) 
O aimosferă tehnică este + dt 


dop < ` 
1 at = kgijem? = 98066,5 N/m? 2 9,510: N/m’, ` 


P em a cau 


1 at = 735,502 Tori 


ii 1 atm = 1,03323 at: 14033 àt. 


Milimetrul coloană 'de 'apă (mm H0) : i ; Fin i TE 


f1 mm HO 2 98 Nm; 1 Torr g 13,6 mm HO, i siat (13.8), 


R 


1 atm %:10,33 m H0,. = 1atg10 m H,0. : 413.9) 


13.1.3. LEGEA LUI PASCAL 


Presiunea exercitală din exterior la suprafața unui lichid ihcompresibil se 
iransmile cu aceeasi intensitale în toale directiile în lichid. Ha TEDE 

Legea poate fi dedusă și tes ii” e a D i 
oretic din 'consideraţiile de con- df= 
servare a energiei : lucrul mecanic 
efectuat de forţa dF, pe dis- 
tanja da, trebuie să fie egal cu 
lucrul mecanice al' forţei! AF pe 
distanța dz, (tig. 13.5): dide, =, 
== dF dxs, dar din condiţia de in- 
compresibilitate/: AS, dz d Sad: i > 
de unde împărțind. membru la » Fig. 13.2 
membru, rezultă.: 


E 


A, JA5, = AF,/AS = p. 03.10) 


Cu ajutorul legii lui Pascal se explică funcţionarea preselor hidraulice. 


13.1.4. LEGEA LUI ARHIMEDE 


Un corp cufundat “într-un fluid este impins de jos în 'sus cu o forță egală 
cu greutatea volumului de fluid dezlocuit de corp. * 3 A 

Pentru demonstratie putem folosi următorul raionament simplu, inge- 
nios şi elegant. Să delimităm,, în interiorul fluidului ùn volni ‘oarecare V 
de fluid. Putem presupune de exemplu, că l-am 
„delimitat printr-o peliculă infinit de subţire, im- 
poiiderablă,, perfect , flexibilă şi inextensibilă, 
ceca ce nu modifică cu nimie echilibrul volu- 
mului de: fluid astfel delimitat, sau putem pre- 
supune “că acest yolum de fluid s-a „solidificat“ 
(fig. 13.3). Asupra acestui volum actione: Ă forța 

5 


de greutate Gy = mg, precum și forţele de pre- 
siune exercitate de restul fluidului, perpendicular 
pe suprafata ce delimitează volumul V. Deoarece 


acest volum dë fluid este în echilibru, rezultanta 


opus cu' 
de greutate 


948 


de Aur cu volumul identic al unui corp oarecare, rezultanta forţelor de presiune 
Paarcitake de goid pe suprafața corpului nu se schimbă cu nimic, adică rămine 
ca înainte, egală în modul şi de sens i a Noli 
i E sens opus cu greutate vol i 
de finid dezlocuit ' î Îr E NE 
ez de corp. avînd punctul de dplicației 
i l « «avi ; aplicație în centrul de greutate 
al volumului de fluid dezlocnit (centrul de presiune) Sul 
Observație. Legsa lui Arhimede e fi strată i 
Si a Ji mede poate fi demonstrată matematice pe Daza formulei hidro- 
Rezultanta fortelor de presiune : T r ig 


za 
$ (pas = ((-graa Pav = — (erav = = (Fam = -G 3.10) 
S; KA urai y e Seat en dă 


unde prima i tit a bere i Era aaa a i i 

În pal A pe „aici ali reprezintă suma (rezultanta) tuturor forțelor! de presiune exercitate pe 

fu $ n chis oarecare S în interiorul fluidului şi care delimite „volumul V, Ajai der R í 

a plos.t o formulă matematică cunoseută (f — funeţie scalară cu derivate contin fa see 
k Ai hi ate continue) : 


grad f dY. 
v i 


ze pă Pal cit i a den Pi N 

bl iri A (13:11) reprezintă greutatea fluidului din interiorul suprafeței, inchise, S 

SE, a farie or de presiune cxercilate pe o suprafatä inchisă in interiorul unu finid este 
Și opusă ca sens cu greutatea volumului. de fluid cuprinside acea suprafaţă. ! “i 


Momentul rezultaut al forţelor de presiune: i 
SE, x (pas = $o xa i 
PER su ia 
= į gadp x TUV = — (F? pu aY = — (Fx pam = 3 
F fs ; 1 i rx gdm = — (15.13) 
y . pu 
SA S = 
unde rot ia inseamnă rotorul vectorului a ju Be ip E PA 
EART ' E 
let E 
Gaz 2ş m TE 
rot a=] 23 öy 2a [EN ya m Ext) A Rêst — bat) + Ray — Byly (8.14) 
a aa iso i 


Și, am folosit următoarele teoreme matematice (a vector cu derivate continue) + 
si 3 punti piei ' iiti a í 
a x d$ = — Tota) 
a Și We 3 H 
A pl S v i i 
fortelor de, presiune exercilale pe o suprafaţă inchisă dintr-un fluid 


i i 
A nmi opus cu momentul reznltäni al forțe e yreulale p nului 
fluid cuprins 'decacea suprafaţă. sa 3 E forjelor de greutaie ale vlumului de 


-> - ' 
= gead f x ut frota, (robr = 0), i. (23.15) 


ta ii ati i E UEA SS ; i i 
` Greutaiea aparență a unui corp culundat într-un fluid va [i (pp — densi- 
tatea fluidului, pe „densitatea solidului) d pi di i 


Pi Ga mg'i — pi Vg = mai = ppp) O (0836) 


ac pp. ps corpul se scufundă, di b 
(pluteşte), i i aptă 


er> gs corpul se ridică la suprafață 


TN AA im KEI 


ETAS EM E f 
a io a 1815, ELOIDELE IN SR ACCELERATE 
pita ac Sa la ut e ant e d 
| „Hhidul se al în repaus relativ într-un SR accelerat, alunci est 
comod si-l 'studieiu MPSR prâpriu | considerăţiile de hidrostalică ke aplică 


poe nitroducind. bineînţeles forțele. dei iraisport (fortele Coriolis siut 
nule, dacă :[luidul. este in repausi îns ac Stem). i ate: 


ata 


De exemplu, suprafața liberă a.’ 
fluidului va fi perpendiculară pe 
rezultanta Forţelor masice: gravita- ; 
tionale și de transport; la iel dis- Ja n 
tributia straturilor de fuid de den- j 
rite (separatorul, centrifu- 
a arhimedică se schimbă 


ca și cum s-ăr adăuga un cîmp st- 
plimentar de Torpe gravitaționale Fig. 13.4 
egale cu forțele de trausport. 

Mai general, dacă fluidul curge în SR neinerţial considerat, atunci mai 
trebuie adăugate și forțele Coriolis. ` 

De exemplu, dacă într-un vas închis arde o lumînare (ferită sde curenţi 
de aer) și punem vasul la marginea unui disc orizontal în rotatie (la mașina 
centritugă), atunci flacăra se înclină spre centrul discului (spre axa de rota- 
tie) şi se încovoaie spre dreapta (dacă privim de sus și rotația se face în sens 
trigonometric) (fig. 13.4). 

în adevăr, flacăra este formată dintr-un, curent de gaze [ierbinli de den- 
sitate moi mică decit aerul, de dceca 'în cîmpul fortelor detii shtri- 
fuge flacăra se înclină iradiat către centru, iar forțele” Coridlis” 
nează numai asupra gazelor fierbinţi cre se mişcă) io 'încovuaie spre dreapta. 

Analog, dacă lăsăm să cadă liber un felinar (ferit de curenţii de aer), atunci 
în tinipul căderii flacăra se stinge, fiindcă lipseşte forta ascensională statică, 
care să îndepărteze gazele arse ale flăcării (deci va fi împiedicat accesul oxige- 
nului). 


1 43.2. ECUAȚIA DE CONTINUITATE me ne 


iat hi 


a, Finidul este caracterizat prin distribuția ilezelor (cîmp vectorial) şi a 


nilor (cîmp scalar): 


= 
v 


pe a da 


TE pyp Pi). 0 pie nui a 
Dacă viteza și presiunea nu depind de limp, curgerea este staționară sau 

în regim permanenl. aie 
"13.2 FINIILE DE CURENT ` 
y i f 


Liniile de curent sìnt traieetoriile particulelor de îluid în regim staționar 
sau în general sint acele linii de-a lungul cărora vectorul vileză este thyet 
da linie, A i 

Dacă prin toate punctele 
obtinem: un tub (le, curent, a cărui, suprafață 


unui contur închis ducem liniile de curent, 
laterală este formată deci, din 


linii curenţi Particulele de fluid aflate:într-up tub, de curent pu. p L ieşi 
din ei in regimul de curgere staționar, si ¢Ooco O Yon ST 5a # 


13.2.2. FLUXUL DE FLUID 


Cantitatea de fluid dm care trece în timpul d printr-un element de supra- 
față dS este evident (fig. 13.5): se 


dm =p dS; v dl = pdSv d = 0540, = 95, i (13.18) 


Tig. 135 "Fig. 196 

N Erie a , it ai PA ; 
unde p este densitatea curentului (fluxului) de, luid, egală numeric cu masa 
de, fluid. care, ;trece în unitatea de, limp „prin, unitatea de suprafață așezată 


perpendicular pe directia „enrentului i a t 

i FRI dm Ira a tă 

a Tau AEO CEPE ari 3.18 
iati AS pb 4,0018) 


13.2.3. ECUAȚIA DE CONTINUITATE 


Să delimităm în interiorul Huidului:un volum arbitrar V de Mid, mărginit. 
de suprafaţa închisă S (fig. 13.6). Masa de fuid conținută în volumul V este 
(am = pr Da v iit 13,19) 

v sta 


, Printr-un clement de suprafaţă dS iese cantitatea de fluid (13.18), de 
unde prin toată suprafaţa iese cantitatea de Îluid : 


di paS = digi aS, (18.20) 
S s 

ceea ce duce ia scăderea corespunzătoare a masei (13.19) continute în volu- 

mul V (integrala 13.19 depinde de timpul £ ca de un parametru) : 


o: m p Eea 
naina oa heE nav == (Ea av -hes asar, 


de, unde; NA ai ae E i 
] [Pee e 
= Pav peas: 


sep) Pa a Pe 


a s 

v ; anai e h ke ERTEN tă i pill anri i 
scăderea masei de fluid conținute în interiorul "unei suprăteţe închise S, în 
unitatea de timp; este egală -cu fluxul: de: masă câre iese prii suprafața S 
(expresia legii de conservare a masei). | à eta, pita tineti 


za R 
Aplicînd teorema lui Gauss (a — vector arbitrar cu derivate continue) = 


m * -> det i 
$a dS =fdiv a dV, div a= Dela -H Eyl F alla (13.22 
S 
membrului drept din (13.21), obținem 
(5 + div e5) dV == 0. (13.23) 
P öl F : i 
Cum volumul V este arbitrar, integrandul trebuie să lie nul: 
i ĉe. div p 3=0. (13.24) 
f GA i 
Aceasta este ecuația de conlinuilale (sau ecuatia continuității) — expresie a 


legii de conservare a masei fluidului. 
O ecuaţie absolut identică este valabilă pentru densitatea de sarcină 
electrică p (expresie a. legii de conservare a sarcinii, electrice). 


13.2.4. REGIM STAŢIONAR : 


În .căzul regimului: staționar (permanent), densitatea. fluidului nude- 
pinde de tinip, 3p/êt =0, şi (13.24) devine: i | 


div pi =0 'saufdiv pv aV =$ eva 0, (1325) 
; POV ag i E g 
i Să' aplicăm ultima ecuaţie unui tub de curent între două secțiuni Sua 
(fig. 13.7). Pe suprafața laterală: v dS =0, de aceea: 
= ~ =- > aa fi | 
$ pv d5 = pus — qit ni i pi 
S, $ 


-~f pvas =0, 
Sı 


unde îniiambele. integrale din aS i Sz ` „Ya 
— T Sa 
membrul drept, dS se ia în sen-. pii Fig. 13.7 
sul curgerii, Prin urmare, a 
Qua = (ea d = fe aŠ = const, ` (13.26) 
A Sa 


adică, în regim staționar debitul de masă Qn este acelaşi prin fiecare secţiune 


a unui tub de cureni. . DOA A A pa 
Pentru un tub subtire, astfel încît densitatea şi viteza fluidului să fie 


practic constante pe secțiunea tubului, obținem : 
Qa = pal, Si = pea Sı = pvS = const. (13.27) 


13.2.5. FLIUID INCOMPRESIBIL 
În cazul curgerii mnui fluid incompresibil, e = const, deci ĉp/ĉt =0 şi 
îplex =0 ete., şi (13.24) devine: 


div D= 0 sau f div pav =$ » dÏ =0, (13.28) 
i de S 


Aplicînd unui tub de curent, ca mai sus, obtinem : 
egi Tp 
O; = dS fo dS = const, 
CĂ A 


u FI r S > E w k p . E 
nae 1 Mele i A dS se ia în sensul curgerii, deci 
ID zul curgerii fluidului incompresibil, bi ; 
zU ; atil-debilul de volum cît şi i 
de moa UE pelale de-a lungul unui tub de curent cc cau 
d vitezele mediate pe secti 3 i. e i 
P secțiunea tubului, ecuația (13,29) devine: 


Qe =S = const şi Q == p95 = const. (13.30) 

Acòl i ză, vit 
Ale e a se îngustează, viteza fluidului crește. Rezultă atunci că 
unde liniile de curent se îndesesc, viteza fluidului crește l 


pj 


1783.3. ECUAȚIA LUI BERNOULLI i 


i iinegie titid ideal:'uni fluid incompresibil și: lipsi! de viscozilate 
presibile ge ze destul Je bună, lichidele reale. pot: îi. considerate incom- 
ibile. Deși gazele sînt uşor compresibile, totuși esibili 
a milestă Abin le cinei 901 co sibile, totuşi compresibilitatea lor se 
geri cu viteze apropiate de viteza tului, Ì i i 
arată că un mare număr de lichi i chiar ei ui Eaperionipa 
AL, are, e lichide și chiar gaze, dacă, vitez ști 
mult mai mici decît vitez caide si chiar gaze, facă vitezele acestora sint 
] cza sunetului şi gradiėnții vitezelor sînt mici 
satistăcă A su n ŞI gradie ezelor sînt mici, corespund 
3 ăcător fluidului ideal. Vom studia în acest paragraf curgerea nnui f id 
ideal. oosa no o> 2 Sotia m CT cuie S AEE au a et OANE AARE ME 


e a: e Pai tni Pac adr, UA 


13.3.1. ECUAȚIA LUI BERNOULLI č 
dia pi ego mata ir și îi tub de curent intinit de subţire, deli- 
a capete -două secţiuni 1. 4S; şi să aplicăm cantității d Si i 
a delimitate teorema variaţiei encigici mecanice (fig. 13.8), În uda 
a e se deplasează de-a lungul tubului din poziţia AB în'poziţia A'B’ 
otu să petrece ca şi cum din porţiunea AA” ay dispărea masa dm = pa Suv i dle 
ae: 7 Ei v ay o ; i ȘI 

e dY cu energia cinetică dm.vï/2 și cu energia potențială dimigli, iar în 


Fig. 13.8 . 


(13.29) . 


porţiunea BB’ ar apărea o masă egală (datorită incompresibilităţii Iimdulta 
ideal) dm = p ČS, v: dt = p AV cu energia cinetică dm-v3/2 și cu energia po- 


tentială dm ghs. 
Variația energici mecanice (cinetice și potenţiale). a sistemului este deci 


dE = am (pg — 1) -+ dm g(he =h) (13.31) 


şi trebuie 'să fie egală cu lucrul mecanic-al forţelor de presiune exercitate 
asupra sistemului considerat : , 
aW = F, ds, — Fe ds; = pı AS dl — pe ASe Va dE = | . 

= pı AV — pa dV, -AV == dmlp ; (13.32) 


a 
forțele de presiune laterale nu efectuează lucru mecanic și nu. avem forţe 
tangenţiale de frecare, Puidul fiind presupus ideal (fără viscozitate) : 


A : eo că 1 
dE = dW => pit zi -H pg = pe + poi -- pgh 
ia 2 i 2 


sau 


p+ z pv? = pgh = const. (13.33) 


Aceasta este ecuația lui Daniel Bernoulli (1700—1782). Constanta diferă în 


general de la o linie de curent la alta (este aceeași la curgerea fără vîrtejuri). 
; A e ad aee aa ' $ 
Presiunea p-este'presiunea slalică ; pat. F pu? se numește. presiune 


pie pi, 


IER EE 


dinamică, ea 's 


Pati, FE) îi fai 4 IAI SA 
atoreşte energici cinetice a fluidului, fiind, 


x agy Pg . 
ală cu energia 


cinetică a unităţii de volum, iar e gh este presiunea de „poziţie“ (sau „polenr 


ţială“), datorită energiei. potenţiale, fiind egală. cu- energia potenţială a uni- 


tății de volum >; : iz nr 


S r 5 ý A 


13.3.2. LEGEA LUI BERNOULLI 


Presiunea lolală într-un fluid perfect este constantă de-a lungul unei linii 
de cureni. a RR 

Presiunea statică „se exercită asupra unui element de suprafată așezat 
paralel cu linii de curent, de exemplu pe pereții lubilui (de aceea este uneori 
numită “presiunea pe pereţi), sau exercitată asupra unui element de supratață 
orientat arbitrar dar mişcat solidar cu fluidul. Presiunea statică se măsoară 
cu sondele de presiune. 

Presiunea totală se exercită asupra unui element de suprafață aşezat 
perpendicular pe liniile de curent şi se măsoară cu tubul Pitot avînd deschide- 
rea aşezată perpendicular pe liniile de curent. Presiunea dinamică se măsoară 
cu tubul Prandtl (fig. 13.9). 

Pentru conducte orizontale ecuația lui Bernoalli devine 


2 dara si Les 
pi +e =p: tehn 7 Pr const. 


(13.34) 


Pentru linia de curent care intră în tubul Pitot », = 0 și deci presiunea 


PE RR 1 d v 
indicată de el p: = pi t prim presiunea totală, 


„133.3 PARADOXUL HIDRODINAMIC , 
Intrind într-o porțiune îngustă a unui tub de curent viteza particulelor 
crește (debitul fiind” constant), adică ele 'se mişcă accelerat, de unde rezultă 


că presitinea în fluid în porțiunea largă a tubului trebuie să fie mai mare 
decit 'în porţiunea îngustă. i i 


Sondă 
de 


presiunea fF 


'Tub 
170 Prandti 
ICAI 


de presiune Jub Pitot 


i ©. Fig. 13.9 


"În adevăr, deoarece în porțiunile înguste ale tubului: viteza fluidului 
creşte. (conform 'ecuaţiei „de continuitate), crește și presiunea dinamică, de 
aceea trebuie să scadă presiunea statică, adică presiunea pe pereţi, pentru ca 
suma lor 'să'rămină constantă, conform ecuaţiei lui Bernoulli  (paradozul 
hidrodinarnic), îs: > A A T . i i 
“Presiuiiea la gituitură : poate scădea chiar sub presiunea atmosferică, 
astfel încît apare. fenomenul de aspirație pe care se bazează unele aplicaţii 


practice, precum pulverizatorul, trompa de apă, lampa Bunsen cete, 
(fig. 13.10). 


dei AI 


iasa b., 
Tig. 13.10 


are 


icații i Torricelli. 7 curgerii i lichid printr-un orificiu S 
Aplicaţii. a) Formula lui Torricelii. În cazul scurgerii unui niri icin 
ital vas, sub acțiunea greutății, legea lui Bernoulli dă pentru tubul de curent delimitat 

de secţiunile S° şi S (lig. 13.11): | á 


1 
ud po + pgh = H + pi So = Sb 
2 - 2 


rig. 13.11 


de unde 


IGE e 
e PA a (13.35) 


Dacă S 3 S, obţinem formula lui Torricelli (scamănii cu formula lui Galilei de la căderea liberă) 
v = Vaz; (13.35) 


vitez: rgere coincide cu viteza particulelor in căderea liberă. . i : 
tere E ei figura 13.11 că alg unde liniile de curent se indesese, viteza fluidului 
si Reacţiunea fluidului asupra conductei curbale. Un fluid care curge printe EATA 
curbată exercită asupra acesteia, o forță de reacțiune L” care poale fi calculată ve plecă 
impulsului, raportată la unitatea de timp. În unitatea de timp trece printr-o la rata ii 
ductei masa de fluid Qn = pSuw = PSP, (debitul masic), a cărei variație de impuls este egale 
cu forța exercitată de conductă asupra fluidului (fig. 13.12): 


Fig. 13.12 


di ati 
F = Qn AD = Qafe — d), (13.36) 


R = 
de unde forţa! de reacțiune F’ exercitată de fuid asupra conductei: 


= -_ -> => > 
E = = F = Qah: — 24) =-0500, — Vi). (13.37) 


Exemplu: Un tub de cauciuc, legat cu un capăt la robinetul de apă şi cu celălalt capăt 
încolăcit pe masă, se va îndrepta prin curgerea apei, 


13.4. VISCOZITATEA 


La viteze nu prea mari curgerea fluidelor este laminară (în straturi 
paralele), adică liniile de curent sînt bine determinate și nu se intersectează 
nicăieri între ele, fiecare particulă de fluid rămîne mereu în interiorul unui 
acelaşi tub de curent. La viteze mari miș- 
carea devine turbulenlă, neregulată, por- 
țiunile de fluid se amestecă și se formează 
virlejuri (există şi curgerea fluidului ideal 
cu vîrtejuri). 

a) Dacă straturile de fluid alunecă 
unele față de altele, între ele apar forfe 
de frecare internă sau de viscozitate. Stra- 
tul cu viteză mai mică va frîna stratul cu 
viteză mai mare cu care este în contact, 
şi invers, stratul cu viteză mai mare va 

Fig. 13.13 accelera stratul cu viteză mai mică peste 
care el lunecă, 

Apariţia acestor forţe, situate în planele de lunecare, se explică prin 
variația de impuls a straturilor datorită trecerii moleculelor dintr-un strat 
în altul. Vom presupune că direcția de curgere a fluidului este aceeași peste 
tot și că viteza de curgere variază ca modul numai în direcție perpendiculară 
(transversală) pe direcţia de curgere (fig. 13.13). 

Experienţa arată că forța de frecare internă care apare în “planul de lune- 
care pe unitatea de suprafață este proporţională cu gradientul vitezei (legea 
lui Newton) : 


DIR UR a LE | NR Lara (13.38) 


das dz? ` dz 


unde + este coeficientul de viscozitate (dinamică), dependent de nalura flui- 
dului (şi de temperatură). 
b) Dimensiunea coeficientului de viscozitate este 


LOMTE 
E MT k; . N-s/m? î , „39 
[n] ET LIMT = kg|mes = N+s/m? în SI. (13.39) 
Unitatea CGS este poise P (după numele lui Poiseuille) : 
1P =1 glemes =0,1 kg/mes, (13.40) 


deci unilalea SI este egală cu decapoise (daP). 
La lichide + este de ordinul a 10” daP, iar la gaze 4 este cu două ordine 
mai mic: y 10% daP. 


Viscozilăţi în 10? daP 


| oc 20*G 1000 
apă 1,786 1,002 0,283 
mercur 1,68 1,55 1,23 
aer 1,7107 1,8-1073 2,2107 


Viscozitatea n împărțită prin densitatea p a fluidului se numeşte visco- 
zilatea cinemalică : 


A -; -1 
y=, p= MTI LOT = m?is în SI (13.41) 
e ML Ă 
Unitatea CGS este stokes (St): 
1St=1 ehs = 10-4 mes, (13.42) 


La lichide y ~ 107° m*/s, la gaze y ~ 1075 m?/s (mai mare decît la li- 
chide). 

Viscozitatea la lichide scade sensibil cu creșterea temperaturii, în timp 
ce la gaze crește ca VT. 

c) Existenţa frecării interne (a viscozităţii) se arată experimental ușor 
suspendînd printr-un fir un disc sau un cilindru sub care se rotește un alt 
disc sau cilindru (fig. 13.14). 


Cilindri 


Discuri 


Motor Motor 
Fig. 13.14 


Stratul de fluid imediat adiacent corpului rotit aderă de acesta şi este 
antrenat de el. Celelalte straturi sînt antrenate cu viteze din ce în ce mai 
mici pină la ultimul strat alipit celuilalt disc sau cilindru asupra căruia se va 
exercita astfel o forţă de frecare care îl va roti. 


ara 


13.5. FORMULA LUI POISEUILIE 


Să studiem curgerea laminară staționară a unui fluid viscos printr-un 
tub. Curgerea laminiară are loc la viteze nu prea mari sau la diametre nu prea 
mari. 

Să delimităm un tub de curent de rază r (fig. 13.15). 


Tig. 13.15 
Asupra fluidului din acest tub acţionează forţele de presiune de la extre- 
mităţi cu rezultanta : piar? — parr? şi forţa de frecare internă pe suprafața 
laterală, exercitată de restul fluidului, datorită viscozită 2rrl. Curgerea 
fiind staționară (cu viteză constantă), fortele își fac echilibru : 
(Pi — poz? = 2rrle 
sau tinind seama de (13.38): 


do aici 
(pu == por = = 2U -— , (13.43) 
i dr 
unde semnul minus se datorește semnului negativ al gradientului vitezei: 
dvjdr < 0; viteza pe axa tubului este maximă şi scade spre pereții tubului, 
fiind nulă la perete, în stratul adiacent, 
Prin integrare obţinem: 
Pi ~ Pa 


— pa 2 , 
Bo, dr, D = H pi C, 
2lq Ala 
unde constanta de integrare C se determină din condilia că la perete, pentru 
r= R, viteza este nulă: 


we) = Pb (R — r) = ol — PR?) 


do = — 


Ala 
De POL RE, po =1 — (RYP. (13.44) 
Ala 


Distribuţia vitezelor este deci parabolică (fig. 13.15). 
Să calculăm debitul volumic : 


R 7 R 
Q= 4v dS = \ v 27r dr = Sp m pa) (R? — rr dr, 
dtn 
0 0 


Qu M — pe) Ri = Sc, unde <o) FSE iza iii 
Sl Sia 
Aceasta este formula lui Poiseuille (1841). 
Debilul este proporționul cu căderea de presiune pe unilulea de lungime 
a tubului şi cu pulerea a d-a a razei tubului. 
Această formulă poate fi folosită pentru determinarea viscozităţii flui- 
delor (de exemplu, în 'viscozimetrul lui Ostwald). 


re. (13.45) 


Legea lui Poiseuille explică unele aspecte ale fiziologici circulaţiei san- 
guine. În adevăr, rețeaua capilară a omului însumează 10% km ! După nevoile 
organismului debitul sîngelui este reglat uşor prin contracția sau dilatarea 
vaselor sanguine (~ R!) (singele necesar este luat din „depoul de singe“, 
în primul rind din splină şi ficat). 


13.6. LEGEA LUI STOKES 


13.6.1. STRATUL LIMITĂ, LEGEA STOKES 


Atunci cînd un corp se mişcă într-un fluid, la suprafața sa aderă un strat 
foarte subţire de fluid, antrenat de corp. În regim laminar, deci la viteze 
nu prea mari, în vecinătatea corpului există un strat relativ subțire, numit 
strat limită, în care viteza scade pînă la zero şi în care se manifestă forţele de 
frecare dutorite viscoziLății. 

Putem evalua grosimea d a stratului limită astfel. Notăm lungimea și 
lăţimea stratului limită cu h și b. Atunci forţa de frecare internă după legea 
lui Newton este | 


v 
E a 9 4 
F ~ pri hb, (13.46) 


Pe de altă parte, forța de frecare internă poate fi găsită din variaţia de impuls 
a fluidului (de Ja stratul cu viteză zero pînă la cel cu viteza v) pe unitatea 
de timp: 


Fo Quo = pdbow —pdbv”. (13.47) 
Din aceste două expresii rezultă 
hn 
d E (13.48) 


Dacă considerăm raportul hb/d din (13.46) ca o lungime caracteristică la 
corpului, atunci lorţa de frecare (13.46) devine 
F == const. nip (legea lui Stokes). (13.49) 
Legea lui Stokes. Forja de frecare F întimpinată de corp (în regim laminar 
de curgere) este proporțională cu viscozitatea fluidului n, cu dimensiunea liniară 
caracteristică l a corpului şi cu vileza sa v. 
În cazul sferei se obţine formula lui Stokes : 


F = miq rv, (13.50) 
unde r este raza sferei. 
13.6.2. VITEZA LIMITĂ 6TInrv 


Cu ajutorul formulei lui Stokes se poate calcula viteza 
limită pe care o atinge un corp sferic în cădere liberă într-un 
fluid. La început viteza fiind mică, forlă de frecare- Stokes 
este mică și corpul cade accelerat sub acţiunea greutăţii apa- 
rente. Pe măsură ce creşte viteza, crește și forţa de frecare 
Stokes (13,50) pînă cind devine egală cu greutatea aparentă 
şi siera coboară atunci uniform cu viteza limită (fig. 13.16) : i At 

a dnr? F mg! ps 
Gr ro == mg(l — prip.) = (ps = P) 9 
3 Fig. 13.16 


Tig. 13.17 


de unde viteza limită 


2 PS 
v = — (ps — P) g. (13.51) 
dm 
Viteza limită este proporțională cu pătratul 
razei, Ea se atinge practic foarte repede. 

Pentru particule foarte mici, viteza va 
fi foarte mică (ceață, nori, praf fin). For- 


. mula (13.51) a fost folosită de Millikan pen- 


tru determinarea sarcinii electronului. 


13.7. EFECTUL MAGNUS 


Fie un cilindru în rotaţie așezat într-un 
curent de îluid, în regim laminar, perpendi- 
cular pe axa cilindrului (fig. 13.17). 

Datorită forţelor de frecare (viscozităţii) 
cilindrul antrenează straturile de fluid din 
vecinătatea sa, în sensul mișcării sale de ro- 
taţie. În punctul A viteza fluidului va fi 
mai mare decît în punctul B, unde cilindrul 
se roteşte în sens invers curgerii fluidului. 
Conform legii lui Bernoulli, presiunea statică 
laterală asupra cilindrului va fi mai mare în 
B decit în A, astfel încît apare o forţă rezul- 
tantă transversală spre partea unde viteza 
fluidului este mai mare. Acesta este efectul 
Magnus. 

Ca regulă practică corpul este împins 
transversal din regiunea cu liniile de curent 
rure spre regiunea cu liniile de curent dese. 

Efectul poate fi ilustrat punînd în ro- 
tatie un cilindru de carton și aruncindu-l 
orizontal. După sensul rotației, traiectoria 
cilindrului va curba lin sau brusc spre pă- 
mint (fig. 13.18). Se poate folosi și un plan 
înclinat pe care se rostogolește (şi lunecă) 
un cilindru. 

O altă experiență se poate face cu un 
mosor din carton ușor peste care este întă- 
şurată o bandă subţire și ușoară de pînză, 
ca în fig. 13.19. Trăgînd brusc orizontal 
banda de pînză (fixată de un beţişor ţinut 
orizontal), mosorul se va roti foarte repede 
şi va luneca. Părăsind masa, în loc să cadă 


i după`parabolă, mosorul va zbura în sus de- 


scriind o buclă. 


Fig. 13.19 


E 13.8. CURGEREA TURBULENTĂ 


13.8.1. FORMULA LUI, NEWTON 


Dacă viteza de curgere depăşeşte o valoare critică, regimul laminar devine 
instabil și trece în regim turbulent. Se formează vîrtejuri, a căror origine este 
legată de fortele de frecare (viscozitate). Liniile: de curent dispar; întreaga 
masă de fluid se mișcă dezordonat. Viteza nu mai este o functie continuă 
de punct. Curgerea devine nestaţionară. Viteza și presiunea variază în 
fiecare punct, fluctuează în jurul: unor valori medii. Forţa de rezistență 
exercitată asupra obiectelor crește și devine proporțională cu densitatea flu- 
idului. și cu pătratul vitezei. 

În adevăr, la viteze mici, în regim laminar, predomină: forţele de frecare. 
care depind de viscozitatea y,- de viteza relativă-p-a-Laidului-faţă de: corp 
și de dimensiunile liniare £ ale corpului. Din consideraţii dimensionale. re-: 
zultă uşor legea lui Stokes: 


F = const. qelbi, LMT- = (LO MTLALT, 


de unde « =1, y =1, B =1, 
i F = const. niv (legea Stokes)... - i (13.52) 


La viteze mari, în regim turbulent, predomină efectele inerțiale, dato- 
rite energiei cinetice sau presiunii dinamice, Virtejurile consumă energie cine- 
tică de rotaţie în dauna energiei cinetice de translație a lichidului. Formarea 
vîrtejurilor în urma corpului (tig. 13.20) duce la o creștere a forței de rezis- 


tenţă la curgere faţă de regimul laminar. Virtejurile sc amortizează treptat, 
energia lor cinetică transformindu-se în căldură (în energia internă a fluidului). 
Viscozitatea se manifestă doar într-un strat limită foarte subțire. 
Din consideraţii dimensionale rezultă ușor. formula lui Newton : 
F = cobsteleobg*, LMT = Le(LT-B(ML-, 


de unde y = 1, p =2, p=2; 
F= =- C Spo* (formula lui Newton), (13.53) 


unde C este o constantă adimensională, sensibilă la forma corpului (fig. 13.21), 
S — aria secțiunii transversale. 


na Disc = Emistere Sterå Profil aerodinamic 
ia 
——— 
— 
—— 
— 
E =1,32 0.24 
Fi a32 


Forţa de rezistență F este proporțională cu aria transversală S opusă flui- 
duhi, cu densilătea“g a fluidului"; cu pătratul vitezei v (cu presiunea dinamică 
pv*/2). i a ce ai psi PA 
Trebuie observât că la orice viteze (la orice regim, laminar sau turbulent), 


în forța de rezistență contribuie ambele efecte, al viscozității şi al energiei 
cinetice, numai că Ia viteze miti predomină primul efect (energia cinetică 
Sau presiunea dinamică este neglijabilă faţă de forţele de frecare” internă 
datorite viscozităţii), iar la viteze ntari predomină al doilea efect. 


și 


fa ul harom bep = i 
(hetat eerus ejHerugaje 


Viteza limită de cădere liberă a unui corp intr-un fluid (aer), în regim 
turbulent (de exemplu, paraşută), va fi: 


1 E 2Vg a 
eset = mai — prled, o =L eden 0350 
şi în cazul unei sfere (C = 0,24) (R — raza sferei) : 
U e i apaa la aT a 55 
v = VR — D = 1,67 V Rglp:lp7— d). (13.55) 


p 


i 
UT coaie ale" eiea 


g Ya Zug 
13.8.2. NUMĂRUL LUI REYNOLDS Vaz 


Trecerea de la regim laminar la'cel turbulent trebuie să aibă loc la viteze 
pentru care cele două forje (13.52), (13,53) devin comparabile între ele: 


Cuv ~ Cap a. (13.56) 
Raportul adimensional 
le p 
Re =L L (13.57) 
h R 


se numeşte numărul (cifra) lui O. Reynolds (1883). 

Experiența arată că trecerea de la regimul laminar la cel turbulent are 
loc pentru anumite valori ale numărului Reynolds, şi anume, conform con- 
diției (13.56) pentru Re ~ C,/Ce, dar această valoare critică a numărului 
Reynolds C,/C, trebuie determinată experimental, întrucit nu cunoaștem 
constantele C, C, din cele două legi ale fortei de rezistență, constante care 
sînt sensibile Ja forma corpului. . A Ua - 

Astfel, pentru conducte tubulare cu pereji netezi această valoare critică 
a numărului Re este (D — diametrul conductei): . 


Re = 2? x 2 300. 


Y 


(13.58) 


Deci regimul turbulent apare la viteze suficient de mari sau la diametre 
mari (pentru un fluid ideal Re — o). 
În general forța de rezistență se poate serie sub forma: 


F = [(Re)-a*S, (13.59) 


unde f(Re) este o funcţie adimensională de numărul lui Reynolds. De exemplu; 
în cazul legii Stokes (regim laminar) pentru sferă : 


(03.60) 


şi condiţia de valabilitate a legii Stokes este: Re & 1. 


gw 
3 
zi 
$ 
3 


A 
|. € 


Wa a ra Luand kat N 
"ra ham e'eatamgt= ) Zeletai vu lasa. W thal: 


În cazul curgerii turbulente prin- 
Voa linnan tr-un tub, distribuţia vitezelor medii 
d pe secţiunea tubului este complet dife- 
te 


rită de legea parabolică Poiseuille de la 


vZ Turbulent curgerea laminară (fig. 13.22) : 


FA 


7 vlon = 1 — (r/RY. (13.61) 
Fig. 13.22 


13.8.3. TEORIA SIMILITUDINII 


Mișcările care diferă prin parametrii p, 4, v, l, dar au același număr Rey- 
nolds, se numesc asemenea. Întregul tablou al mișcării fluidului diferă atunci 
doar prin scara caracteristicilor sale. Astfel, comportarea avionului poate fi 
studiată pe modele în tunele aerodinamice (în aviaţie, numărul Re ajunge 
la ~ 10°). 

Există şi alte numere adimensionale folosite în teoria similitudinii. De 
exemplu, la plutirea vaselor, alături de forțele de rezistență proporționale cu 
plv?, joacă rol força arhimedică pl?g. Două plutiri vor fi asemenea dacă rapor- 
tul acestor forţe 


Rr =, (13.62) 


numit numărul lui Froude (1870), este acelaşi. 

La viteze de ordinul vitezei sunetului, rezistenţa este proporţională apro- 
ximativ cu cubul vitezei pentru ca la viteze supersonice să devină din nou 
proporţională cu pătratul vitezei. 


13.8.4. ARIPA DE AVION 


În cazul aripii de avion 
(fig. 13.23) apare o forţă re- 
zultantă a cărei componentă 
orizontală R, numită rezis- 
tenţă frontală, trebuie învin- 
să prin acțiunea elicei, și o 
componentă verticală, nu- 
mită portanță (sau forţă 
portantă ; ea este denumită 
şi forţă ascensionată dina- | 
mică spre deosebire de cea Fig. 13.23 
statică din legea lui Arhi- 
mede), care învinge greutatea avionului (y este unghiul de atac). 

Și aici se aplică regula practică : corpul este împins transversal din regiu- 
nea cu liniile de curent rare spre regiunea cu liniile de curent dese. 


PROBLEME 


13.1. Un vas cubic este umplut complet cu un lichid, greutatea lichidului fiind G. Să se 
afle forţa de presiune rezultantă exercitată de lichid asupra unui perete Jateral al vasului. Unde 
se află punctul de aplicaţie al acestei forțe ? 


R. F=G]2, h= l3. 


13.2. Un corp pluteşte pe suprafața mercurnlui (de densitate p) astfel încit este cufundată 
o fracțiune k din volumul său. Ce fracțiune X’ din volumul corpului va fi cufundată în mercur, 
dacă se toarnă deasupra apă pină se acoperă corpul ? 
pk — Po t 
P — Po 


R K= 


13.3. Pe suprafața unui lichid de densitate p, piutește o cană cu pereți foarte subțiri, de 
secțiune S, umplută parţial cu același lichid, În cană se introduce un corp de greutate G, care 
pluteşte. Cu cit variază nivelul lichidului în exteriorul și în interiorul cănii, faţă de cană ? 


BR. AH = Ah = G/po9S. 


13.4. Dacă o barcă (sau vapor) care plutește pe un lac se scufundă, ce Se-întimplă cu nivelul 
apei din lac? 


R. Scade. A 


| 
13.5. Într-un vas cu apă pluteşte o bucată de gheaţă care conţine în interior incluziuni, 
de exemplu o bucată de plută. Cum se schimbă nivelul. apei din vas in timpul topirii gheții? 


R. Pentru incluziuni cu p< papa Nivelul nu se schimbă ; pentru incluziuni cu p > Papa 
nivelul va scădea. 


13.6. Un disc de gheaţă de secţiune S și grosime i pluteşte pe apă. Ce lucru mecanic trebuie 
etectuat pentru a cufunda complet discul în apă ? 


S 
R W= Ép o) 


Po 


13.7, O'bilă urcă cu viteză constantă într-un lichid a cărui densitate este de n ori mai 
ware decit a bilei. De cite ori forța de rezistență este mai mare decit greutatea bilei ? 


BR. F,G= pulpe lan. 


13.9. O tijă subţire omogenă de greutate G are un capăt fixat într-o articulație de peretele 
interior al unui vas, celălalt capăt fiind cutundat în lichidul din vas de densitate pe. Tija se 
poate roti liber fără frecare în articulaţie. Să sc afle densitatea p a tijoi dacă Ja echilibru lungi- 
mea rămasă afară reprezintă o fracțiune k din lungimea tijei. Care este forţa de reacțiune din 
articulaţie ? 


= 
R. p=p(l—h),F=-—G 


13.9. într-un vas închis, umplut cu lichid, citeva corpuri plutesc și citeva corpuri stau pe 
tundul vasului. Cum se vor deplasa corpurile, dacă punem vasul într-o mașină centrifugă ? 


R. Corpurile care plutesc se deplasează spre centru, iar cele de pe fundul vasului ` spre 
periferie. : 


13.10. Un vas cilindric de rază R conţine un lichid de densitate p şi se rotește uniform 
cu viteza unghiulară e în jurul axei sale verticale, Să se afle ecuaţia suprafeţei libere a lichi- 
dului şi presiunea în lichid (fig. 13.24). 


a 
Rr=h+ De +yp)=h+ = m — paraboloid de revoluţie cu axa verticală; 
9 g 


1 
p= path — 2) Hg po +y) 


13.11. Să se afie debitul volumie Qy al unui lichid, stiind difercuja de ni i i 
r 5 y , i a de nivel AA = 
nile respective $,. Sy din dispozilivul din figura 13.25. i băii aaa cai 


R. o= ss: f TA 


Sa Ss 


S, 
Fig. 13.24 Fig. 13.25 


13.12. Printr-un tub cu gituitură. cu secțiunile Sis S, se'sutlă aer (de densitate p) cu debi- 
tul volumie Q, Să se alte diferența de nivel a apei 
dintr-un manometru în formă de U, ca în figura 
13.20. 


13.13. În cit timp se evacuează serul dintr-o se- 
vinzi ținută orizontal, dacă asupra pistonului se 
apasă cu o forţă constantă F? Secţiunea tubului se- 
Yingii este S, a orificiului este S, iar lungimea cursei 
pistonului este L 


waai Je taai 38 
S Y 2F POETE 20 


13.14. Dintr-o ţeavă țișnește un jet de apă de secțiune S, cu debitul volumie Q,. Care 
va fi secțiunea jetului la înălțimea 4 deasupra capătului ţevii ? 


Fig. 13.26 


RSI 


Într-un vas se toarnă uniform un lichid cu debitul volumic Q,. Care trebuie: să fie 
aria secțiunii orificiului din fundul vasului, pentru ca lichidul din vas să rămină la un nivel 
constant 4? Secţiunea vasului este mult mai mare decit aria orificiului, 


tË Q 
Văgh 
sie 
13.16. Un vas cilindric de înălţime JI și secţiune $° este plin cu un lichid. Pe fundul va- 
sului se află un mic orificiu de arie S. În cit timp se golește o fracțiune f din volumul vasului ? 


R =] 2 essa e Ri E Si VISE 
9 g 5 


R. 


13.17. O şatupă se mişcă rectiliniu unilorm, fiind propulsată cu ajutorul unui motor de tip 
reactiv care absoarbe apa printr-un orificiu de intrare și o ejectează printr-un oriliciu de icșire. 
Să se afle randamentul mecanic al motorului, ştiind că aria oriliciului de ieșire este de n ori 
mai mică decit aria orificiului de intrare. 


2 


PETH 


13.18. O picătură de ploaie cade In acr (Paer = 1,29 kg/m°) cu viteză limită în regim laminar . 
Viscozitatea aerului este A = 1.8:10-5 daP, Știind numărul Reynolds critic de trecere de la 
regim laminar la cel turbulent, în condițiile date, Re = 0,10, să se afie valoarea maximă a 


Ve x 210 m. 
a PaorPapa 


19.19. Un vas este umplut cu apă (de densitate p,) ṣi petrol (de densitate p). Știind grosi- 
mea stratului de apă he şi de petrol h, să se afle viteza de scurgere a apei printr-un mic orificiu 


tn fundul vasului, , g i 


R N 


razei picăturii, 


R; Viza + hol 3 

13.20. Curgorea laminnră în jurul unsi sfere de rază R, care sà deplasează intr-un lichid 
de densitate p, şi viscozitate i, are loc pentru viteze care nu depășesc pi. Cu ce viteză minimă v, 
trebuie să se deplaseze o bilă de rază Ra într-un alt lichid de densitate pa și viscozitate wa 
pentru a avea loc o curgere turbulentă ? E 


U o n = n i 


13.21. Printr-un tub de luugime Z şi rază R curge taminar un fuid viscos de densitate p 
şi viscozitate n. Viteza pe axa tubului este va. Să se afle debitul volumie Q, energia cinetică 
a fluidului din tub Ze forja do frezare dintre tub și Huid Fy și diterența de presiune dintre cape- 
teie tubului; 

Alba 
Sn i 
R: 


R Q r DR, Be = epu By = tran Ph — Pa 
2 (i 
13.22, Coasidorind cosrdomta curbilinie s dsa lungul unei linii de curent, să se deducă 


ecuația 


a ös 
i Da lini i y š di ž 
unde g, este proiecția accelerației gravitaționle y pe linia de curent. Să se arate că din această 
ecuaţie se poate obline ecuaţia lui Bernoulli. 


13.23, Printr-un tub de sezțiune S, curbat sub unghiul œ, curge un lichid de deasitate p 
cu debitul volumie Q. Care este reacţiunea asupra tubului curbat ? 


CAPITOLUL 14 
OSCILAȚII 


Oscilaţiile prezintă o importanţă covîrşitoare pentru fizică și tehnică, 
iar dintre elè cele simple, sinusoidale au rol fundamental, fiindcă orice osci- 
laţie poate fi obţinută prin suprapunerea unor oscilaţii sinusoidale (teorema 
Fourier). 


14.1. OSCILATORUL ARMONIC 


Oscilalorul armonic este un punct material care execută oscilaţii sinu- 
soidale pe o dreaptă sub acţiunea unei forțe atractive proporţionale cu dis- 
tanța pînă la centrul atractiv (centrul mişcării). 


14.1.1. ECUAȚIILE MIȘCĂRII 
Reamintim relaţiile stabilite mai înainte. Elongația : 

x = A cos (ot + o), —A sz sa, (14.1) 
unde A este amplitudinea mișcării, e == wf + & — faza mișcării, a — faza 
iniţială, œo = 27y — frecvența unghiulară, v = 1/7 — frecvenţa, T — pe- 
rioada mișcării, 

Viteza: 
v =ă = —o A sin (ot -+ a) = 
= 04 cos( otta + $h —o4 < 0< vA, (14.2) 
viteza este defazată înainte cu 7/2 (sau T/4) față de elongație. 
Acceleraţia : 
a =ù =ë = —a"A cos (ot +a) = —w?s = wA cos (wt + a + a), 
—oA sa s oA, (14.3) 
acceleraţia este defazată cu m (sau 7/2) față de elongaţie, adică este în opo- 
ziție de fază cu elongația (fig. 14.1). 
Forţa : 
F = ma = —motg = —hz, 


k = mo’, (14.4) 
o =~ kim, 


T = 24 mik. (14.5) 


Ecuația diferențială a oscilatorului armonic : 
ï+ os =0. (14.6) 


Mişcarea armonică poate fi reprezentată geometric prin proiecția pe o 
axă a unui „vector“ (fazor) de modul A care se roteşte în sens trigonometrie 
cu viteza unghiulară œ (fig. 14.2), Proiecţia A’ a extremității acestui vector 
execută mișcarea armonică (14.1). 


i x va 7/2 


SA 
-wÅ ; = 
SA N 
Fig. 14.1 | 


iteza și rația î i ică si te în fiecare 

Analog, viteza şi acceleraţia în mişcarea armonică sînt date ò 

moment A proiecţiile extremității vectorilor de modul w4, wA, defazați 
cu z/2, respectiv 7 față de 


vectorul A (fig, 14.2). Ne z 
putem imagina, de aseme- KZ N 
nea, că în loc să se rotească + pd 4 


vectorii, se rotește axa 0X -> 
în sens invers. 


141.2, ENERGIILE 


Energia cinetică, E., po- 
tențială U şi totală E a 
oscilatorului armonic sînt: Fig, 14.2 


E, -=+ mr? = mata sin? (wt -+ a), (14.7 


U zit kz? zA kA? cos? (ot + = moA? cos? (ot +a), (14.8) 
2 2 


E, mazs = Umars 


1 
E =E, 4 U =- mi + o’) — maA? = kA (149) 
2 


Energia totală este constantă (se conservă) și este proporţională cu pă- 
tratul' amplitudinii şi cu pătratul frecvenţei. 


Energia potenţială U se reprezintă printr-o parabolă, iar lorta 
F == —dU[dz = —ke A (14.10) 
printr-o dreaptă (fig, 14.3), Forța se anulează acolo unde energia potenţială 


este minimă. 
14.1.3. ENERGII MEDII 


Reamintim definiția valorii medii a unei mărimi, de exempiu x = f(1) 
(fig. 14.4): 
g. 14.4): 


b b 
r KO åt, ce-o = (10 dt = S, (14.11) 
assi 


Fig. 143 Fig. 14.4 


ia dreptunghiului avînd înălțimea <f) şi baza b — a este egală cu aria S 
mărginită de curba f(), ca și cum am „netezi“ curba f(1) pe porţiunea (a, b) 
astfel ca să obținem cu o curbă „orizontală“ <f> == const aceeași arie. 

Valoarea medie depinde de intervalul pe care se face media. 

Pentru funcţiile periodice, intervalul de mediere se ia egal cu perioada 
(dacă nu se specifică contrariul). 

Din definiția valorii medii (14,11) rezultă imediat următoarele proprie- 
tăți ale valorilor medii ; 

; <P-- g> = <f> + <g>, ceonst:f) = const <f), (14.12) 

dar în general Cf-g>y 2 CC). 


Deoarece valoarea medie a sinusului sau cosinusului pe o perioadă este 
evident nulă, rezultă imediat; 
PR 1 1 š 1 i 1 
«sin? 9) ia da <cos 2 p= Ceos? o) alea E 002 00 e 


Csin (p sin (g E 6) = Ceos (+ a) cos (9 + B) >=> cos (« —P), 


Csin (3 -H a) cos (9 + p)> = sin (« — B). l (14.13) 


Energia cinetică medie este egală cu energia potențială medie: 


PP PTR A O S E 
CE.) = 3 mos A? <sin? (ot + a)) T mo” A z 
(14.14) 
<U» Al mo A? Lcos? (ot + a) Y ze mo A? = E . 
3 poti 4 2 


14.1.4. ARMONICITATEA OSCILAȚIILOR MICI 


Mişcarea armonică joacă un rol important în fizică. Dacă o particulă 
(de exemplu, atom, ion) este deplasată din poziția sa de echilibru, în care zor ţa 
este nulă, apare imediat o forță din partea sistemului (de exemplu, cristalului) 
orientată înapoi spre poziţia de echilibru. Pentru deplasări mici forța este 
practice proporțională cu deplasarea (primul termen al dezvoltării n-serie 
de puteri Taylor), adică curba forței poate fi aproximată în jurul poziţiei de 
echilibru printr-o dreaptă, iar energia potenţială printr-o parabolă. Prin 
urmare, oscilaţiile mici sînt totdeauna armonice. Efectele anarmonice apar la 
oscilaţii de amplitudine mare. 

Observaţie. În mecanica cuantică se arată că energia totală a unui oscilator armonic esto 
cuaulițicaiă, adică poate lua un șir discret de valori! 


B=o(n + n=0 143, Same (14.15) 
2 


unde œ este frecvenţa unghiulară, fi == Nj2r = 1,0545107% J-s, iar h= 6,6256107 J-s 
este constanta luj Planck. 
Exemple, Reamintim exemplele date mai înainte de oscilații armonice. E Ă 
1. Pendulul elastic. Un corp de masă m suspendat pe un resort de constantă clastică K 
efectuează oscilaţii verticale (tig. 14.5, a): 
F= — ke, T = 27 Val (14.16) 


PUREREN 


; 


Fig. 14.5 


iți ili i i i = mgjk. 
ineinţeles, poziţia de echilibru corespunde resoriului alungit cu £y = M p 
e pica punind corpul pe un suport cu rotile ca în figura 14.5, by 


em fixa resortul orizontal, | i 
i ă (poziţia de echilibru corespunde resor» 


Atunci corpul efectuează oscilaţii pe o dreaptă orizontal 
tului nedetormat). 


3, Pendulul simplu (matematic) gravitațional. Componenta mg cos 9 a greutății compusă 
cu reacţiunea firului dă acceleraţia normală (centripetă) (fig. 14.6). Componenta F, = mg sin 6 % 
2 mg 0 (pentru unghiuri mici) dă acceleraţia tangenţială. Coordonata fiind x x 10, rezultă 
că forța este de tip elastic: 


Fog <a pe pd 7 z. aa) 
l l -g 
3. Pendulul fizie (fig. 14.7). Ecuația mișcării de rotație : 
M = — mg lsin 9 = Ie = 16, 
5+ S 9 = 0 (oscilaţii mici), (14.18) 


(14.19) 


Fig. 14.6 Fig. 14.7 


f. 4. Pendulul de torsiune (fig, 14.8). Momentul forţelor etasticeT(12.38), (12.42) 1 


TG 


M=- TI R9 = — CO (unghiuri mici), 
(14.20) 
ecuația oscilaţiilor de torsiune: 
-c= Ñ, i£ 9=0, 
| cai Ce, T= V+ (14.20 
Fig. 14.8 I [ei 


14.1.5. LEGEA IZOCRONISMULUI 


Subliniem că frecvența oscilaţiilor armonice depinde numai de proprie- 
tățile sistemului oscilant (constantele k, m) şi nu depinde de amplitudinea sau 
faza oscilaţiilor; Aceasta este legea izocronismului micilor oscilații: oscilațiile 
mici sînt izocrone, adică perioada lor nu depinde de amplitudinea oscilaţiilor, 

Dimpotrivă, amplitudinea oscilaţiilor depinde de condițiile inițiale ale miş- 
cării, adică de elongaţia şi viteza punctului material la un moment iniţial dat. 

Anume, în baza lui (14.1—2), avem pentru t = 0: 

To = A COS &, Vo = — OA sin a, 
de unde amplitudinea şi faza inițială : 
A JE F jo, tge =, (14.22) 
To 


14.2. REPREZENTAREA COMPLEXÄ 
A OSCILAȚIILOR SINUSOIDALE 


Oscilaţiile armonice, sinusoidale, pot fi reprezentate și ca parte reală 
(sau imaginară) a unui număr complex de modul A și de argument egal cu 
faza oscilaţiei e = oł -F æ. 


14.2.1. NUMERE COMPLEXE 


def 

În adevăr, un număr complex z = a -+ ib (a, DER, i? =—1) se re- 
prezintă în planul complex z (fig. 14.9) printr-un punct sau prin vectorul 
respectiv. (A nu se confunda 
planul reprezentării numerelor [A | 
complexe cu planul real, În planul © 
complex z numai axa OR este 
reală.) it 

Notăm partea reală, partea 2, 
imaginară, modulul și argumentul P ! 
numărului complex z astfel : lb 


a = Re{z} = Re{a + ib}, 

b = Im(z = Im{a + ib}, și 0 a i 
(14.23) | 

ll =p = JEFF, i 


-i 
arg z =0= arctg. T 
a 


Fig. 14.9 
În baza formulelor lui Euler : 


et = cos 0 + isin, e`! = cos 8 — isin 9, 
cos ĝ = He + e“), sin 0 => (el0— e-10) (14.24) 
i 


putem scrie 
zza+id = p(cos 9 +- isin 0) = pei? = | z | e72 | eid| =1, (14.25) 


14.2.2. REPREZENTAREA COMPLEXA 


Dacă acum privim vectorii din figura 14.2 ca reprezentînd numere com- 
plexe în planul complex, axa OX fiind considerată axă reală, putem scrie 


g = A cos(ot + u) = Ref citotto)) = Reţă ciot), (14.26) 
unde j 
de 4 
A = A ci% | A| =A (reamintim că |eiz| = 1) (14.27) 
este ampliludinea complexă: modulul ci dă amplitudinea obişnuită reală A, 
iar argumentul ei dă faza inițială æ, Factorul temporal el este util să-l sepa- 


răm, punîndu-l în evidenţă (uneori este chiar omis în calculele intermediare, 
punindu-l la „nevoie în rezultatul final). 


Deoarece operaţia de luare a părţii reale Pe este comutativă cu operaţia 
de sumare X: > 


Re { z zr} = z Refz,) (14.28) 


sau 


Refa haz... = Re {z} + Re {a} +... 


putem face întîi operaţiile de adunare algebrică, înmulţire cu numere reale, 
derivare sau integrare asupra numerelor complexe reprezentative şi apoi, la 
sfirşit, să luăm partea reală a rezultatului obţinut. Acest procedeu prezintă 
avantaje, deoarece operaţiile cu funcţiile exponenţiale (mai ales derivările și 
integrările) sînt mai ușoare decit cele cu funcţiile trigonometrice: Pentru 
simplilicare, semnul Re de obicei se omite în calculele intermediare, seriindu-l 
la nevoie doar în rezultatul final. 

Vom nota numărul complex reprezentativ cu aceeași literă ca şi mă- 
rimea reală reprezentată dar cu o bară deasupra. 


14.2.3. REGULA DE DERIVARE 


Derivarea mărimilor sinusoidale în raport cu timpul revine la înmul- 
ţirea lor cu io= oe? (unde i = eir/?), adică la înmulțirea lor cu w şi defa- 
zarea cu [2 înainle. 

Mai general, înmulţirea cu un număr complex pei? înseamnă amplifi- 
carea cu p şi defazarea înainte cu 0. 

De exemplu, pentru viteză avem: 


=Ë (A ei: =i om Å el mj ot za wA cilotin/2 — 


= pA eilot-ta+-a/2) y i (14.29) 
de unda viteza reală: 
v = Re fod ellottata/2) = wA cos (ot + a + 7/2). 


În figura 14.2 se vede clar cum vectorul amplitudinii a fost înmulţit cu & și 
rotit iu sens trigonometrie cu 7/2 pentru a da vectorul vitezei. 


Pentru acceleratie avem : 


n . - . i . . i: Si sR i 
'ă = =i oð =ioi =i o(i vi) o’ o Atot 


= oA citettatn, (—1 = ein), (14.30) 


da unde acceleraţia reală: 
= Befo2A eitottata)) = o A cos (ol + a + T). 


a 
În figura 14.2 se vede cum prin derivare vectorul vitezei a fost amplificat 
cu œ şi rotit în sens trigonometric cu 7/2. 


14.2.4. EXPRESIA ENERGIEI 


Energia nefiind liniară, ci pătratică în amplitudine, nu se pot înmulți 

i 2 a 

direct numerele complexe reprezentative, deoarece Re (2) # [Re {2}. 
Putem însă ocoli dificultatea folosind numerele complex conjugale : 


z =a -+ib =p e, 2# =a — ib = p et, (14.31) 
(* — conjugarea complexă), 
ZE 024 P = zh, z4 = 2 Re {2}, (14.32) 


= 5. 


Deoarece modulul numărului complex reprezentativ este egal cu ampli- 
tudinea mărimii respective (adică egal cu valoarea maximă), de exemplu : 


Jë]? = = AAt =| Â 45 I l wA, (14.33) 


rezultă că energiile medii (14.14) şi energia totală se scriu astfel : 


statie (14.34) 


ml = RE. 
(14.35) 


Reprezentarea complexă a oscilaţiilor armonice se folosește curent în 
electrotehnică și în electrodinamică. 5 


14.3. COMPUNEREA OSCILAŢIILOR 
ARMONICE PARALELE 


14.3.1. TRATAREA ANALITICĂ. 


Să considerăm mai întîi compunerea a două oscilaţii de aceeași direc- 
ţie (paralele) şi da aceeași frecvență (suprapunerea oscilaţiilor paralele). 


Rezultatul este tot o oscilație armonică de aceeași direcție și de aceeași frec- 
venţă. În adevăr, 


Dak Za = A; cos (ol + ăi) + Aa cos (oi + a) = A cos (wt + a), (14.36) 


unde A, œ sînt amplitudinea și faza inițială a oscilației rezultante. Dezvoltînd 
cosinusurile şi făcînd identificările avem : ` 


Aa COS 03 F Aa COS Qg == A cos a, A, sin gy + Ae Sing, = A sin g, 


de unde rezultă amplitudinea A şi faza inițială a a oscilației rezultante : 


A =A? F A} F DA Aa COS (Ca — %1), 


sin « => (A, sin x- As Sin 02), 


cos a A (A, cos a, -f As COS aa), (14.37) 


aa A, sin œ; + Aa SÌN aa A 
A, COS Oa ~H Ap COS Qa 


Același rezultat se obţine cu ajutorul reprezentării complexe : 


E E + Ea = A, elotte) J- A, eilottaa) == A, eiet «+ A, ciot == 


= (Â, + An) ett = A ciot = A citata), 


Å = A cit A, + Aa = Aa ela Aa eit, (14.38) 


După cum am spus, de obicei, scriem direct ultima relaţie, omiţind de la bun 
început factorul temporal ei«t, 

Cum modulul și argumentul unui număr complex sînt date de (14.23), 
(14.32), obţinem imediat amplitudinea şi faza iniţială a oscilaţiei rezul- 
tante : 


Ad = (Å, + AMA + An) = AI + Ad + A + 


+ ÆA, = A? -+ A3 + 2 Re AA) = A? -+ A3 + 2 A,A, cos («1 — 02); 


A = Å, COS Xp + Aa COs gg -H i (A, sin g -H Aa Sin xa), 


A =| Â| =A F A F 2A,A; cos («e — i), (14.39) 
tge = tg arg Â = A, Sin æ, -+ Ag Sin &e | 
A, COS d; H Aa COS Qa 


14.3.2. TRATAREA GRAFICĂ 


Grafic, compunerea oscilaţiilor sinusoidale revine la compunerea vec- 
torilor reprezentativi după regula paralelogramului (construcția grafică a lui 
Fresnel, fig. 14.10). În adevăr, suma (algebrică a) proiectțiilor mai multor 
vectori este egală cu proiecția rezultantei lor (liniei de închidere a poligonului 
format cu vectorii respectivi). Astfel, din 
triunghiul OA,A avem, conform teoremei 
cosinusului : 

A? = A? + A2—2A. As cos (7r— (a — a) = 

= A? + A2 + DA, Aa cos (as — 4), 
iar din triunghiul OAC avem 

AC BC-+AB 
iga sn SI = 
OC  0D-+ DC 


A, Sin a -H Aa SIN da 


Fig. 14.10 


A, COS Qı F As COS dz 


Amplitudinea oscilaţiei rezultante depinde de diferența de fază a, — a, a 
oscilaţiilor componente. Astfel, de exemplu : 


A = Ask As» pentru as — d, = 2n7, 
A =| As — A| pentru ae — a, = (2n — 1) z, (n — număr întreg), 
(14.40) 


În primul caz oscilaţiile sînt în fază și amplitudinea rezultantă este egală cu 
suma amplitudinilor componente (amplitudinile se adună), în ultimul caz 
oseilaţiile sînt în opoziție de fază şi amplitudinea rezultantă este egală cu 
diferența amplitudinilor componente (amplitudinile se scad). 


14.3.3. FENOMENUL BĂTĂILOR 


Dacă frecvențele oscilaţiilor componente diferă între ele, oscilaţia rezul- 
tantă nu mai este armonică. În adevăr, vectorii reprezentativi se rotesc 
cu viteze unghiulare diferite, deci unghiul dintre ei variază, dar atunci rezul- 
tanta lor variază ca modul şi totodată nu se 
rotește uniform, ceea ce ar însemna amplitu- 
dine şi frecvenţă variabile. ` 

În cazul particular A, = As, deși ampli- 
tudinea rezultantă este variabilă, frecvența 
rezultantă este constantă. Paralelogramul 
devine romb (fig. 14.11), astfel încît ampli- 
tudinea şi faza oscilației rezultante rezultă 
direct din construcția grafică : 


1 i 
A = 2A | cos 3 (7 = ?)] = Fig. 14.11 
= 24, | cos Tilo — o F damea 
1 1 ` 1 3 
P = dei + eo) = (ou + ot + ya +a) : (14.41) 


sau transtormînd direct suma de cosinusuri 'în produs : 
x = Aa cos (ul + a) + As cos (wal + a) = 


1 1 1 1 
2 ascos |- (o: — o)l 4 3 (a a)]eos| 3 (o. + ot + =: (a. — a]; 


A (14.42) 
Rezultatul acesta se poate obţine şi cu ajutorul numerelor complexe, 
[4 torro t atan ] 
scoțînd „forțat“ factorul temporal e!“ " şi anume: 


A 4 1 
E = Ag Otta) + Ageitoztta) — 2A, exp Mo oa) -F aa -H aa] 


zlepi [oir — o) F a aalt exp i= [las — opta). 


` 1 
Primul factor temporal dă oscilalia sinusoidală de frecvent (oi +o), 


iar paranteza mare dă amplitudinea (conform formulei lui Euler pentru cos 8). 


Schimbînd convenabil originea timpului (momentul iniţial), putem des- 
fiinţa faza g, — ca şi obținem astfel expresia mai simplă: 


2 = 2Ae cos | (oa area] lor + ot- a]. (14.43) 


Observăm că amplitudinea oscilaţiilor este dată de (14.41), adică de modulul 
cosinusului respectiv, 
În cazul cînd frecvențele ©ia sînt foarte apropiate între ele : 


Or X Or | 01 — 02| $ Orno (14.44) 
1 
oscilația rezultantă va fi aproape sinusoidală, de ta La (ok os), avind 


însă amplitudinea lent variabilă cu frecvența | oz — a. | (modulul sinusului 
sau modulul cosinusului are frecvență dublă), conform lui (14.43). Acesta 
este fenomenul bătăilor (fig. 14.12). 


, SRL! 
În cazul frecvențelor acustice, sunetul de frecventa (co. + 0) se aude 
succesiv întărindu-se şi slăbindu-se cu frecvenţa și perioada bătăilor : 
1 TT: 27 


Yp |T — T] |o: — o] 


vo =| Ys — Y] To 


(14.45) 


Fig. 14.12 


14.3.4. OSCILAȚII MODULATE 
Fenomenul bătăilor de mai sus este un caz particular al așa-numitelor 
„oscilaţii sinusoidale modulate“ (ca în radiofonie), adică oscilaţii de tip sinu- 
soidal, dar cu amplitudine variabilă lent după o anumită lege. De exemplu 
(fig. 14.13): i 


Fig. 14.13 


£ =(A4A + B cos ob cos ool, o Lo, B <A, (14.46) 


se compune din trei oscilaţii armonice de frecvenţe diferite : 


gx = A cos oot t 5 cos (w + o)tA- z cos (09 — o)l. (14.47) 


În radiofonie, œ este frecvența sunetului (audiofrecvența) (frecvența „anve- 
lopei“), œo — frecvența purtătoare, înaltă (radiofrecvența), wo + © sînt 
frecvențele laterale. iz: 

Mai general, o oscilație compusă din oscilaţii armonice este caracteri- 
zată de spectrul său — o diagramă în care sînt reprezentate frecvențele osci- 
laţiilor sinusoidale componente și 
amplitudinile lor, nu apar însă re- A seal 
prezentate în această diagramă defa- T Gaa 
zajele relative. De exempiù, pentru 
oscilația modulată (14.46—47) spec- l : 
trul este reprezentat în fig. 14.14. C n aia a 
Dacă se transmite un sunet compus 0 | | 
(vorbire, orchestră), atunci vom f U Oo HU D 
avea două benzi laterale. 0, Yig. 1414 


14.4. COMPUNEREA OSCILAMILOR ~ 
ARMONICE PERPENDICULARE 


14.4.1. FRECVENŢE EGALE 


Să considerăm mai, întîi compunerea oscilaţiilor de direcții perpendicu- 
lare și: de aceeași frecvenţă; > $ 


z = A cos (ol +a), y = B cos (ot + 6). -. (14.48) 


Acte ecuații reprezintă coordonatele punctului material, deci şi ecuațiile 
parametrice ale traiectoriei sale (f — parametru). Prin eliminarea timpului 
se obține ecuația unei elipse: 


„2 D 


z y? 2ay 
a li » 
A BÈ AB 


cos (B — 0) = sin?(p — o). (14.49) 


În particular, dacă B — « = 0 sau 7, elipsa degenerează în două drepte 
confundate de-a lungul cărora oscilează punctul material : 


B 
y =T” dacă B — « =0 sau z. (14.50) 


g Dacă diferenta de fază 8 — a = [2 sau 3/2, elipsa va avea axele de 
simetrie în direcţiile oscilaţiilor componente : 


ENA > 
T p P 1, dacă B — a= sau (14.51) 


Pentru f — a = m/2 ecuațiile (14.48) devin 


x = A cos (al + a), y = B cos (ol + « -+ z2) = —B sin (ol + 2), 


n papi z vede că elipsa (14.51) este parcursă în sens invers trigonometric. 
5 ce alt caz (B — a = 37/2) elipsa este parcursă în sens trigonometric, 
acă în plus A == B, elipsa devine cerc. 

Este interesant că dacă suprapunem 
două mișcări circulare, parcurse în sensuri 
opuse (cu faze egale în modul), obtinem 
o oscilație armonică liniară de amplitu- 
dine dublă (fig. 14.15): 


x = 2A sin (ol +- a). 


Invers, o oscilație armonică liniară 
poate fi descompusă în două oscilații 
si | circulare de aceeași frecvenţă, de sensuri 

Fig. 14.15 și opuse, și de amplitudini pe jumătate. 
à Acest fapt îşi găseşte o aplicatie în optică 
pentru legătura dintre lumina-polarizată liniar și lumina polarizată circular. 


nam 


j 14.4.2. FIGURI LISSAJOUS 


Dacă frecvențele sint diferite, punctul descrie o traiectorie complicată. 


Dacă raportul frecvenţelor este rafional. (adică raport de numere întregi), : 


traiectoria este stabilă (fixă), dar forma depinde și de diferența de fază. 
Traiectoriile obținute- se numesc în: acest caz figuri Lissajous (fig. 34.16). 


Raportul dintre numă- 
rul punctelor de tangenţă 
a traiectoriei cu o dreaptă 
verticală şi una orizontală 
sau raportul dintre numărul 
punctelor de intersecţie a 
traiectoriei cu o dreaptă ver- 


ticală şi una orizontală este 
egal cu raportul frecvenţelor 
oscilaţiilor componente. 


wf, =2 


Dacă raportul freceven- 
telor nu este rațional, punt- 
tul descrie o curbă care 


acoperă treptat o arie. Fig. 14.16 


14.5. OSCILAȚIILE AMORTIZATE 


14.5.1. ECUAȚIA OSCILAŢIILOR :AMORTIZATE 


Datorită interacțiunii cu mediul în care efectuează oscilaţii, particula 
pierde continuu energie prin radiaţie sau prin frecare, Cum energia oscila- 
torului este proporțională cu pătratul amplitudini, înseamnă că amplitu- 
dinea scade cu timpul, adică oscilaţiile se sting, se amortizează. Disiparea 
energiei oscilatorului datorită interacțiunii sale cu mediul nu este un proces 
pur mecanic și poate fi explicată pe baza altor capitole ale fizicii (termo- 
dinamica, fizica statistică, electrodinamica), dar în multe cazuri efectul me- 
diului poate fi descris fenomenologice printr-un model de forţă de rezistenţă. 

De exemplu, în cazul unui mediu vîscos, în regim laminar de curgere, 
forţa de rezistenţă (frecare) poate fi considerată proporţională cu viteza parti- 
culei (Stokes) ; în regim turbulent forța de rezistenţă este proporţională cu 
pătratul vitezei ; pentru frînarea datorită radiației electromagnetice forța de 
rezistență (de frînare) este proporţională cu derivata accelerației; în cazul 
frecării uscate solid-solid, forţa de frecare este constantă în modul, schimbin- 
du-și doar semnul, 

Vom studia mai jos numai cazul forței de frecare proporţionale 'cu viteza 
particulei, ca, de exemplu, în cazul unui pendul gravitațional sau elastic aflat 
într-un mediu viscos. Forţa de rezistenţă a mediului micșorează viteza parti- 
culei, fiind orientată în sens opus vitezei : 


B=—r0, R ro ră, [r] =kgsîn SI, | (14.52) 
unde r se numeşte coeficient de rezistență. a f 
Ecuația oscilaţiilor amortizate este deci 
më ——ke— rè, më ră ke —0 sau ë- 2b + oz =0, (14.53) 
unde 


C E e (14.54) 
2m m 


unde c este frecvența oscilaţiilor proprii în absența amortizării, iar b se nu- 
meşte coeficienti de amortizare. 


DRI 


Soluţiile ecuației diferențiale liniare omogene cu coeficienți constanti 
(14.53) sînt de forma Cert. Introducînd această soluţie în ecuaţia (14.53), 
obţinem ecuația caracterislică pentru p: 


f p? + 2bo + o? =0, pie bb o. (14.55) 
Soluția generală este o suprapunere a celor două solutii: 
x = Ci chl + Ca eet dacă pa Æ pa (14.56) 


Distingem trei cazuri, după cum rădăcinile ecuației caracteristice (14.55) 
sînt complexe conjugale, reale distincte sau confundate, 


14.5.2. OSCILAȚII AMORTIZATE PSEUDOPERIODICE 


Dacă b <ow,adică coeficientul de amortizare este suficient de mie 


(r < 24/ mk), rădăcinile pa sînt complexe. Obţinem soluţii reale dacă și con- 
stantele C, sint complex conjugate între ele, anume 

A | 1 E 

Ca = e do et, -4 et, 


2 2 


unde Ao, & sînt alte două constante arbitrare reale. Soluţiu se serie atunci, 
tinind seama de formulele lni Euler (14.24), astfel : 


x = Acei! cos (o'l + a) = A cos (o'l +a), 


r 
Adei se, i (4.37) 
o Vo b =Nhim — Plim? < o = Jim ; (14.58) 
-2 ea e tie E 
e == Ave ™ cos (VE = E[AnE-l + o), (11.58) 


unde o este frecvenţa oscilaţiilor libere amortizare, numită și pseudofrecvenţă 
(sau pseudopulsaţie). Ea este mai mică decit frecvenţa oscilaţiilor proprii 
© =y k/m în absenţa amortizării (frecărilor), deoarece frecările totdeauna 
se opun mișcării şi o întirzie, mărind perioada, deci micșorind frecvenţa 
oscilaţiilor. 

Oscilaţiile amortizate (14.57) sînt de tip sinusoidal, dar cu amplitudinea 
descrescătoare exponențial: A = Ape (fig. 14.17). 

Raportul elongațiilor sau al amplitudinilor la un interval de timp egal 
cu perioada T’ este: 


x(t) i Ave cos (o'l + a) gr 
eltt 7) | Ao? cos [o (l-4 T) a] 
Logaritmul natural al acestui raport se numește decrement logarilmic : 
27b păi] Tr 


D =bT pe e 14.59 
o Joi m/kīm- r jim? ( , 


noa 


Spre deosebire de coelicientul de amortizare b =r/2m, decrementul 
logaritmic D este adimensional şi caracterizează de asemenea gradul de amor- 
tizare a oseilaţiilor. Cu ajutorul lui se poate compara gradul de amorlizare a 
oscilaţiilor de naturi diferite (mecanice, electrice, acustice etc.). 


Ap 


Fig. 14.17 


O măsură a duratei oscilaţiilor amortizate este inversul coeficientului 
de amortizare b, numit timp de relaxare (sau „timp de viaţă“) + =1/b = 
= 2m/r. El ne arată în cît timp amplitudinea A = Ap e” scade de e = 2,718 
Inversul decrementului logaritmie este atunci egal cu numărul oscila- 
tiilor eteetuate într-un timp egal cu timpul de relaxare : 


atla ae a, ( = 7) (14.60) 


Timpul de înjumătățire Tye a ampliludinii rezultă din condiția 


> 


% 
Ap eitad  Î Age” Tape = în 2er = 0,693 z. (14.61) 
9 


ică. adică Fer Wo amos 
Dacă amortizarea este mică, adică b 4 o (saur < m), atunci (o 2 o): 


K. , 1 N pi 
D =bT y mL =Z (o), Ny =>> l, (H62) 
o mk D 


adică în timpul de viață se efectuează un număr mare de oscilații, Atunci 
amplitudinea oscilaţiilor amortizate aproape că nu se schimbă în timpul 
unei perioade şi putem calcula în acest caz energia oscilatorului cu formula 
cunoscută de la oscilatorul armonic, neglijind variaţia amplitudinii, adică 
a factorului e”; pe timpul unei perioade : 


r 
pear 
E asta mo A? = T atas et = [ci =e”, (14.63) 
2 


adică energia scade exponențial cu timpul cu coeficientul de atenuare 2b = 
= r|m. 


2R5 


14.5.3. MIŞCAREA AMORTIZATĂ APERIODICĂ 


În cazul b> o (sau r> 2/mk), adică coeficientul de amortizare este 
suficient de mare, rădăcinile p; sînt reale negative şi soluția generală este 


x = Ce + Vize -H C, e70 VETO i — 


= eC, eVo 4 Cy evit), (14.64) 


adică elongația tinde asimptotic către 
zero, corpul poate trece cel mult o 
singură dată prin poziţia de echilibru, 
în funcţie de condițiile inițiale 
(fig. 14.18). Mişcarea se numeşte 
amorlizată aperiodică (riguros vorbind, 
» orice mişcare amortizată este aperi- 


t odică). 
În cazul D= rădăcinile Pi»s 
Fig. 14.18 coincid şi soluția generală este 
2 = (C, + Get) e. (14.65) 


Acesta este un caz particular al amortizării aperiodice, numit mișcare aperio- 
dică crilică (seamănă cu fig. 14.18). 


14.5.4. DISIPAREA ENERGIEI 


Energia oscilatorului scade în timp. Să calculăm scăderea energiei în uni- 
tatea de timp, adică puterea disipată. 

Deoarece variația energiei mecanice este egală cu lucrul mecanic al forlelor 
neconservative, avem 


` dE + 2 
dE rdg, FT E r? ro? 2bmv?. (14.66) 


Expresia pătratică în viteză 


del 1 1 
Q a rx? ER ro 


2 


= bm? (14.87) 


se numește funcție de disipaţie. Ea are două proprietăţi : derivata sa în ra- 
port cu viteza este egală cu forţa disipativă cu semn schimbat: i 


=— ri = ro (14.68) 


şi pulerea disipată este egală cu dublul funcției de disipație: 
—E = 20 = ri? = ro, (14.69) 


noa 


14.6. OSCILAŢIILE FORȚATE 


14.6.1. ECUAȚIA DIFERENȚIALĂ i 


ye 


Datorită forţei de frecare —ri, care „consumă“ din energia oscilato- 
rului, oscilațiile sînt amortizate. Pentru a întreține oscilație trebuie să in- 
tervenim cu o forță din afară asupra sistemului oscilant pentru a compensa 
„pierderile“ de energie datorită frecărilor. 

Să presupunem că asupra particulei acţionează o lorţă periodică (cazul 
cel mai interesant practic) : 

F = Fe cos Ql. (14.70) 


Experiența arată că după trecerea unui regim {ranziloriu, se stabileşte regimul 

permanen! în care particula efectuează oscilații întreținute de amplitudine 

constantă si cu frecvenţa forlei periodice exterioare, numite oscilații forlate. 
Ecuația diferențială este 


mă = — ke — ră + Fo cos Qi, 
1 

Ë + 2b + otw = — Fa cos Qt. (14.71) 
m 


În matematică se demonstrează că soluția generală a ecuației cu partea 
dreaptă (14.71) se compune din soluția generală a ecuației omogene corespun- 
zătoare (fără partea dreaptă), plus o soluție particulară a ecuației complete. 

Soluția generală a ecuației omogene, fără membru drept, reprezintă 
oscilațiile libere (proprii) care au fost studiate în paragraful precedent. Solu- 
ţia particulară a ecuaţiei complete (14.71) reprezintă tocmai oscilațiile forţate 
care rămîn în regimul permanent, după stingerea oscilaţiilor proprii (datorită 
factorului exponențial descrescător e. 


14.6.2. SOLUȚIA PARTICULARĂ 


Soluţi particulară a ecuaţiei (14.71) se obline ușor cunoscînd metoda 
de compunere a oscilaţiilor sinusoidale (14.37). 

Deoarece membrul drept este periodic cu trecvenţa Q, trebuie ca și mem- 
brul stîng să fie periodic cu aceeaşi frecvenţă, de aceea căutăm soluţia PATOGEN a 
lară de forma 2 = B cos(Qt -+ 6), de unde ; 


e = Q B cos (014 p -+ z2), & =— Q? B cos (QU + p) 
Inţroducînd în -ecuaţia (14.71), avem : 
— QB cos (QU -+ 8) + 2308 cos (Qt -+ p + 7/2) + o"B cos (Q+ 2) = 


1 
F, cos Ol, 


m 


Blo — 0) cos (Q -+ p) + 2B9b cos (U -+ 2 -+ 7/2) = LR cos U. 
m 


În membrul stîng aplicăm formula de compunere a oscilaţiilor sinusoi- 
dale (14.37) şi obţinem: 


Bf 057 ADE cos (Qt -+ a) = -L F, cos Q, 
ni 


unde faza rezultantă œ trebuie să fie nulă ca în membrul drept: 
a __ O ai în (AL? 
0 iei Blo 02) sin b -+ 280b sin ( 72) i 
; | Bile? — 02 + 40% 
SD te B(w? — 05) cos p + 2BOb cos (B + x/2) A 
By (00 PFA 


de unde rezultă 


si T > (14.72) 
mi (m — SP ao OVE F (Om — kQ i 
—2 sii Za | 
20b 7 zoi 


zag AESA SPF Om k OF 


deci p & (0, — 7), (14.73) 
e a o? — Q? KIQ — mQ 
AO FAE SEF (Qm — RO 
pentru Q < o, cosf> 0, deci pe (o-4) j 
pentru a> o, cos B <0, deci pe (e -): 
20 © r A 
l i (14.74) 


tg 8 
it wi — Qm— kiQ 


14.6.3. TRATAREA COMPLEXĂ. ` 
Soluţia particulară a ecuației (14.71) se obţine ușor sub forma complexă, 
prin metoda reprezentării complexe a oscilaţiilor sinusoidale (fig. 14.19, 
B <0 după cum am văzut): 
E Beit = B AOD, $ =i 02, d E, 
Introducînd în ecuaţia diferențială (14.71), obţinem: 


Toia 2 A zama i 
T, cit sau (02 — 02 -42i QDE = — Fi 
m 


(14.75) 


(2i 00 4+ oë = 


(am omis, ca de obicei, factorul temporal ei2), de unde 


F, ciot SIP) . 
Biu = Beit): (14.76) 


O mo? — Q 2i Qb) 


cu amplitudinea B =|} şi faza inițială $ =ag B: 
Zi Fo , (14.72) 
mafia HA aE F (Om = kO 
—2Qb r j PRR 
tg ES 14.74) 
e$ -0 — Q. Qm — kiQ i ( 


EZG 


N, 


n< 
Sa Beto 


BA 
a) 


> 


Fig. 14.19 


Din (14.76) rezultă soluţia reală : 
a = Re (Beitâttb)) = B cos (Q+ B) = 


iai For ` cos (01 + D. (14.77) 


m/o — PPH 


OR r 
cos | Ol+are tg ). 
Or + (am — kJ OF ( i Om — kQ 


Soluția generală completă vai dată de suprapunerea oscilaţiilor proprii 


cu oscilaţiile forțate: 
£ = Aveti cos (wl -+ 2) + B cos (QL + 6). (14.78) 


14.6.4. OSCILAȚII FORȚATE 


Regimul tranzitoriu se termină după un timp suficient de lung (ca ordin 
de mărime după timpul de relaxare + = 1/0), cînd primul termen care dă 
oseilațiile proprii devine neglijabil. 

După stingerea oscilaţiilor proprii amortizate rămîne regimul perma- 
nent. Ne vom ocupa mai jos de oscilațiile forțate. 

Vileza particulei este 

v = = — QB sin (QI -}- B) = QB cos (QL + B -+ 7/2), {14.79} 
QF, r, 
Do OB EX E SL E EI z 3 A = 
m/l — DE 402 ma (aj = Ob 


PE (14.80) 
-H (Om — RIO 
Yrebuie subliniat faptul că: 
-— frecvenţa oscilaţiilor forţate este egală cu frecvenţa forţei exterioare ; 
— amplitudinea și defazajul oscilaţiilor forțate depind de structura 

sistemului oscilant (k, m) şi de frecvența forței exterioare, și nu depind de 

condiţiile inițiale ; 
— oseilaţiile forţate nu sint amortizate, deși în sistem există forte de 
frecare (care influențează valoarea amplitudinii oscilaţiilor forţate). 


14.6.5. ANALOGIA MECANO-ELECTRICĂ 


Prin analogie cu mărimile electrice, se definese următoarele mărimi e 
Rezistenţa mecanică (activă) : 

r — coeficientul de rezistenţă (real), [r] == kg/s. 
Reactanţele mecanice : E 


Am = Qm (inerțială), x, =Ż (elastic), [N] = kg/s, 


sau sub formă complexă : 


b = k „A 48 
Xn =i Om, Š, E S (14.81) 


în care m este analogul mecanic al induetanței L și 1/k este analogul mecanie 
al capacităţii C. 
Reactanţa mecanică totală : 


Sa Dias a ; [om gh ¥=131 (14.82) 
Q Q 


Impedanța mecanică a oscilatorului amor tizat este analogul impedanţei 
uhui circuit oscilant scrie: 


Z =JE FX =J F On XŠ |r(am a 


Zar Rar i(am — =] =Z 20) TiO — 09], (14.83) 


ry Li ii IEE -+ (F o 
Z =| Žj= 5V0 (A T; [Z] = kg/s. 


Cu noile notații putem serie : 
F, 


ř Fo 


B=, tg 


n=. (14.84) 


r 
Qz X 


Xe Z 


Viteza este analogul intensității curentului electric, elongaţia w analogul 
sarcinii electrice (proporţională cu tensiunea la bornele condensatorului), iar 


forţa este analogul tensiunii electrice. 


Analogia mecann-electrică 


Mărimi mecanice 


Mărimi electrice 


forța F. [N] 

viteza v. [m/s] 

clongația v, [m] 

rezistența r, [kg/s] 

masa m, [kg] 

constanta elastică X, [N/m] 
peactanța înerțială Qm, [kg/s] 
reactanța elastică X/Q, [kg/s] 


impedanţa Z =r + (Om — kiQ), [kg/s] 


z = Zi=V T F (Gia kQ, [kg/s] 


Fa 
Vo 5z’ [m/s] 


„defazajul B dintre v și F 


-detazajul B + E dintre vşi F 
2. 


tensiunea U, [V] 

intensitatea, curentului i, A] 
sarcina electrică q, [C] 
rezistența R, [Q] 

inductanța L, [H] 

inversul capacității 1/C, [L/F] 
reactanţa inductivă oL, [9] 
reactanţa capacitivă 1/oC, [Q] 


impedanja Z = R +i for - =] v [9] 


A oC 
= ce PREIEI, 
z=izis re (or 23) „(ol 
m=, LC) 
Ins A 


dofazajul —ọ aa i dintre q şi U 
defazajul —ọ dintre 7 şi U 


_ ol =1J0C 


ai tgo = 
tg p= 8 
ep Qm =k] R | 
=] 
Se aneos(p Eai [wW] P= Un mln COS 9 = Ul cos o [W] 
= A Fa 


14.7. REZONANȚA 


14.74. REZONANȚA ELONGAȚIILOR 


` Atunci cind frecvenţa forţei exterioare Q variază, amplitudinea 'B a 
oscilaţiilor forţate variază (fig. 14.20). Maximul amplitudinii B are loc pentru 
frecvenţa caro face minimă cantitatea de sub radical (anulăm derivata în 


raport cu 99): 


> 0 = orez Jo 2b? 


Ao? — Q) + 452 = 0 


= Jim — rine < w, dacă D< o NE sau r< 2mk. (14.85) 


ant 


Pentru această frecvenţă are loc rezonan[a elongaţiilor (lig. 14.20) : 


“ 


B RE o E Fe Fe 
tii 2mo b ro ro? E 


Curbele din Lig. 14.20 se numesc 
curbe de rezonanță; cu cit maxi- 
mul este mai înalt şi curba mai 
îngustă, cu atît rezonanta este 
mai ascuţită“, Este intere- 
sant © de : comparat această 
amplitudine de rezonanță cu 
elongația slalică produsă de 
forța Fo: : 


(14.86) 


r F 
Boat te 

Boat Romo” 
ici (14.37) 
| ceea ce rezultă şi din (14,72) 

l i pentru Q =0; 
CAN SEE ea tari To SĂ e 
„rez Baa e 2b S1 — Ulo) 

Tig. 14.20 (14.88) 


Pentru amortizări miei, b< o, rezultă o creştere mare a amplitudinii : 


Bax o, Jmk 


Baia 2b T 


uneori sistemul se poateichiar distruge la rezonanță. 


dot, >1, 2 (04.89) 


mk ; f EA i 
Raportul VE este analogu! factorului de calitate R $ de la circuitele 
oscilante. E gi îi Seria a 


Ecuația curbei pe care se silucază amplitudinile maxime se cbline eli- 
minînd coeficientul de amortizare 'b din (14.85—86): ` 


E E R, 
m/o — Mm JE m 


B (14.90) 


14.7.2. REZONANŢA VITEZELOR 


După cum se vede din (14.80), maximul amplitudinii vilezei, adică rezo- 
nanja vitezelor, are loc pentru frecvenţa : 
O =o = kfm cînd X = Om — [O =0, 
Fa Ta 
2mb rS 


(14.91) 


=Š Vomax: (Q B)max 


În acest caz amplitudinea B nu este însă maximă: 5 
AEA Do Aa F 


; < Bmax = (0 < 0). 414.92) 
2mob - ro re i a 

ae a ci ra 

Batut 2b d 


ultimul raport se numește „factor de calitate“ al sistemului oscilant (analog 


1 
factorului de calitate E L de la circuitele oscilante). 


Prin urmare, trebuie să "distingem rezonanța elongațiilor, cînd ampli- 
ludinea este maximă la frecvența ` 


apti ai c o o, n = 414.98) 


mai mică decit fieevența oscilaţiilor libere, și rezonanţa vitezelor cind ampli: 
tudinea vitezei este maximă la frecvența O = o, egală cu frecvenţa oscila- 
ţiilor proprii în, absenţa amortizării. Ă | | 

Dacă 'coelicientul de aniortizare b este foarte mic, b < œ, atunci cele 
două rezonanţe practic coincid şi au loc pentru frecvenţa Q = o, maximul 
amplitudinii la rezonanţă va, fi foarte mare și curba de rezonanţă va fi foarte 
ascuţită (pentru b —0, Bmax =). Pentru amortizări mari, b> ol? 
sau r> J 2mk, nu există o rezonanță a elongațiilor, curba amplitudinii B 
scade monoton cu frecvenţa Q, dar există o rezonanță a vitezelor. 


` 


Orsi 


14.7.3. DEFAZAJUL 
Din (14.73) se vede că 
extêrioară (B < 0). PE y 
Cînd Q < w, defazajul B'dintre elongație şi forţă este în cadranul IV 
(tig. 14:21— 22). Gînd- trecem “prin rezonanța vitezelor Q = o, B= —n]2: 
elongația este în cuadratură cu forța, în timp ce vileza va fi în fază cu forja 
exterioară, conform lui. 414,79). ... 4 A 


pseilaţiile forjate totdeauna întirzie faţă de forța 


Fig. M210 paS 2. Fig dada 


Cind Q >o, B< —z]2 şi trece din cadranul IV în cadranul IM, iar 
cînd Q> œ, p— — m, adică la frecvenţe foarte înaite.elongaţia este în opoziţie 
de. fuză cu forța. 

La rezonanța vilezelor (Q = oœ) forța activă Fe cos Qt devine exact egală 
în modul și de sens opus cu forja disipalivă (de frecare) —rk= —rv, care, 
în adevăr, la rezonanţa vitezelor devine, conform lui (14.79, 92) : 


—rv = —ro Bo cos wt = —Facos ol, (X= o). 


14.7.4. DISIPAREA ENERGIEI 


În regim permanent (staționar), cind sistemul efectuează oscilaţii forţate 
(14.77), energia sa medie rămine constantă, fiindcă energia absorbită continuu 
de sistem pe seama sursei forței externe, fev di, este continuu disipată prin 
intermediul frecărilor, fo dt. : / - 

i 1 1 A EE 
E =E, + U J mw? 4 3 ka? s mOB? sin? (QE-+ 6)-+ 


3 ast cos? (Qi + 8), ÎN l 


Q -Ew 
E 


<B> = m const, -: * (14.94) 


Puterea dezvoltată de forţa exterioară este (analegul lui ui) : 
Fo = F, cos QLQB cos (U $ + 312) = 
T3 cos Qi-eos (Ot EBED 
SE FOMA k p. 


La rezonan{a vitezelor (B = —z/2)-viteza este tir fază cu forfa exterioară și pit 
terea va fi tot timpul pozitivă. e piu ceg g i 
Puterea disipată de forţa de frecare este (analogul lui Ri?) : 


rF sin? (Q4 + BY 


(14.95) 


Fa = ro = an (14.96) 
r + (Qm — kiQ 
La rezonanța vilezelor cele două puteri sînt permanent egale între ele : 
Fo costi, (Q = o, F =). (14.97) 
=r 
Puterile medii (pe o perioadă) sînt egale între ele: 
P = Eoy ESE ETD si tu 
N HOMO > 
1 rr? si 
7 z Q), „9 
2 P H(m— kQ P9) (14.98) 
unde am folosit (14.73) pentru cos (B -+ 7/23) = —sin Beon: 


La rezonanta vilezelor puterea absorbită şi disipală este mazimă : 


F Fè 
Piik =>, CE De = E. (14.99) 


Se pare că „adevărata“ rezonanţă, fizică, este cea a vitezelor. 


14.75. VECINĂTATEA REZONANŢEI ASCUȚITE 


În apropierea rezonanței, cînd | O— o | <o, şi pentru amorlizări mică 
b & o (deci Bmax & Folre), cînd curba de rezonanță este foarte ascuţită, 
putem face următoarele aproximaţii. Scriind amplitudinea oscilaţiilor sub 
forma: 


a Fo 
m/l — Dio O o) t bo F 2 o) 


se vede că sub radical avem deja mărimile mici Q — o şi bla pătrat, de aceea 
putem neglija Q — o.faţă, de o, adică a -H 0 = 2% -H (2 — o) 2% şi 
4020 œ dotb? păstrind deci mărimile mici pînă la ordinul doi inclusiv, 
adică păstrind prima’ aproximaţie nenulă : 


e vyt Í Fe ~ Bmax 
= maJ QF HP VI+ lo OP 


În imediata vecinătate a rezonanței, anume pentru 9— o] <b, 
(14,100) dă BÆ Bmax. Amplitudinea începe să scadă sensibil cind o — Q} ~b 
și anume, peniru |o Q| =b 
sau Q = o + b amplitudinea 
devine Bmax! S2 0007 Bmax 
Prin urmare, coeficientul de amor- 
tizare b = rm caracterizează 
semilărgimea curbei-de.rezonanjă 
(fig. 14.23). 

Prin lărgimea curbei de rezo- i 
nanţă se înțelege intervalul de 
frecvențe Q, — O, unde Qis 
sînt frecvențele unghiulare pentru 


B = 


B (04.100) 


câre ordonata curbei "de rezo- de 
nanţă se reduce la 14/2 = 0,707 
din maximul curbei ` i 
În cazul nostru (ñg. 14.23): 
mafie caii 1 
2b 0 Qi b — AQ (Q: — Qı). (34.101) 
i o 2m 2 2 


În cazul reprezentării uni mărimi energetice, care este pălralică în amplitudine, 
lănginieă. curbei trebuie hiată la 1/2 din maximul curbei (pentru a obţine 
coelieientu! de amortizare). i 


Prin urmare, din graficul curbei de rezonanță B.— B(Q) (dacă. această 
curbă este „ascuţită“, b < o, şi nu „aplatisată“), luînd semilărgimea curbei, 
obţinem coeficientul de amortizare b = r/2m. i 

“Dacă amortizarea este mică (b < &), deci rezornănța este ascuţită, atunci 
înainte de rezonanță (Q < o) defazajul B este aproape zero, iar după rezo- 
nanță (Q > e) defazajul B este aproape— e. În eazul'ideal (b.— 0) defazajul 8 
ar fi nul înainte de rezonanţă (oscilaţiile forțate în fază cu forța) și egal cu 
—n după rezonanţă (oscilaţiile în opoziţie de fază cu forţa) ; pentru Q =o 
defazajul ar avea un salt de la O la.=r ; îrecările. însă „lărgesc“ acest salt. 

Dacă amortizarea este mică, făcînd aceleași aproximaţii ca pentru ampli- 
tudinea B (o + 07220), avem: E i 


900 a 
18 fs RI = me 14.1 
aie ear T (14.109 
Pentru Q =% F b, tg 8 = F 1isau p = —zH4, 37/4, prin:urmare pe 


intervalul îngust de frecvențe (w — b, & + d) defazajul. B variază cu 7/2 tre- 
cînd de la —z/4 la —37/4 (fig. 14.24). Ducind dreptele orizontale cu faza 
za MRS ' Colo nemn i —3r]4.şi intersectin- 
SV îi | E ; “duze. -ca curba defazajului; 
E pai vă 4 p5 obtinem : lărgimea 2b = r/m, 
::analog lărgimii curbei. de rezo- 
nanţă ; pe intervalul îngust 2b 
detazajul f suferă o varia- 
„ție a/2.egală cu jumătate din 
toată variaţia sa. 
“În vecinătatea rezonanţei 


A 
-Soe 


“(în cazul amortizărilor “mici), 
să: facem" în (14.98) aceeaşi 
“aproximaţie” ca în (14.100): 
“DC n TE b.. S 
>ot Am (Q> o) + b 
2r 1 +Q — o)? b 
Fig. 14.24 | ( o) f 

(14.103) 


AP frm: . „Ultima formulă. ne dă 
puterea absorbită, „de către 
„sistemul , osciląnt (egală. .cu 
cea disipată) în - vecinătatea 
rezonanţei, în cazul rezonanţei 
ascuţită. Curba este simetrică 
faţă de frecvenţa. de rezonanţă 
© Oa (fig. 14.25). Forma 
7; (44.103) „a . relaţiei „dintre 
"muiere absorbită.si, îrtevenţă 
se ni meşte. „dis persivă 


‘mai îngustă, adică 
“curbă este: aceeaşi. 


„14.8. OSCILAȚIILEI S 


= u LaireZonanţă, pentru = iw; puterea absorbită este mâximă : 
Â Bă re A 
2r ? 


Prix =P = (14:104) 


ceea ce coincide, bineînţeles, cu (14.99). ` i 

Pentru | Q — o] = b, adică Q = œ + b, puterea absorbită sau disipată 
se reduce Ja jumătate, prin urmare 2b dă lărgimea curbei, sau altfel, semi- 
lărgimea curbei puterii este egală cu coeficientul de amortizare b. Cu cît 
amortizarea este maj mică, cu atit maximul (14.103) este mai înalt și curba 
zonanjă este mai „ăscuţită“, dar aria mărginită de 


a ; 
„În adevăr, această arie este dată de integrala f P(Q) dQ. Deoarece 
aan RN w ` : ai J EA a 


P(Q) descrește repede o :dată cu- „dezaccrdul“ (Q — o) putem. face aproxi- 
mațiile : E: daia Pha Ra : ; 


oT." e i piată i co ră 
„(pay aa =| Too An Fa f d. y TE, (44.105) 
D -J 2r lh (Q oP Am ) 142 dm | 
d ô i TRE -ob E 


ad a-i şi de aceea putem lua aproximativ 


unde limit 


a inferioară 


are; îg z m 


TEMELOR CU MAI MULTE GRADE 
“DB LIBERTATE 


Numărul gradelor de libertate ale unui sistem este numărul coordonatelor 
(parametrilor) independente necesare pentru descrierea mişcării sistemului. 
Fie s numărul gradelor de libertate, x; — coordonatele, măsurate de la 
valorile lor de echilibru (i = 1, 2,...,s5). Energia potențială, măsurată de la 
valoarea sa minimă de echilibru, analog cazului unidimensional, este o funcție 


pătralică în coordonatele ‘a : | A a i E, 
U =E E hay (ki = kj), © (14100) 
iar energia cinetică — o funcție pătralică pozitiv definilă în vitezele Š: 
E-273 myt > 0, (my =m). (14.107) 
sa, ph. m x į P Ru nA 


Există un sistèm dé coordonate; numite rnormäle” {sau ' principale), în 
care ambele forme pătratice (14.106—107) se aduc simultan la forme diago- 
nale: i i 
bea : «Que Detenis, ea ai caiete 


B= gat usi (14.108) 
2 í Di 


astfel incit energia totală se scrie ca o sumă a energiilor de tip (14.9) ale unor 
oscilatori liniari, independenți, care efectuează oscilaţii simple, armonice, 
numite oscilații normale, cu frecvențele proprii a; : 


1 A 5 
B= Em + MD; det oly = 0, i =d, 2.5 (14.109) 


Oscilaţia generală a sistemului va fi o anumită “suprapunere a òscila- 
fiilor normale, : i i 

Folosirea coordonatelor normale reduce astfel problema oscilaţiilor unui 
sistem cu s grade de libertate, la problema oscilaţiilor a s oscilatori liniari 
independenţi. 

Exemplu. Vom considera un sistem cu două grade de libertate și anume 
«louă pendule fizice, identice, cuplate printr-un resort fin orizontal de constantă 
elastică k, fixat cu distanţa h mai jos de punctele de suspensie ale pendulelor, 
ca în fig. 14.26. Coordonatele sistemului 
sînt cele două unghiuri de deviere 6,, 0a 
măsurate de la poziţiile verticale, res- 
peclive, de echilibru. | 

Vom considera oscilaţii mici. Atunci 
alungirea resortului de cuplaj va fi æ 
m h(0. — 0,), forţa kR(0. — 0.) şi momen- 
tul ei faţă de axa de rotaţie + Rh2(02 — 0:1)» 

Ecuațiile mișcării: de rotaţie (oscilație) 
a pendulelor se seriu (Re — distanța de la 
Fig. 14.26 axa de suspensie la CM): 


TO, = —mg R0, + RI2(0 — 0), (14.110) 
16, mg RoDe — kI2(02 — 0). 


Tutroducînd notaţiile : 


o ng pua =, (14.111) 


ecuațiile devin: 
Ü, + 080. + o0, — 02) = 0, Üa + aih + oks — 0) = 0. 
(14.112) 


Frecvenţele proprii pot fi găsite pe două căi. Întii direct, căutînd soluţii 
simple armonice ale sistemului (14.112), anume de forma : . i 

Die = Ara ele, A (14.113) 

care introduse în (14.112) dau, după simplificare cu factorul temporal el»! : 

—2A4, + odi +H ot, — A) =0, 


d (14.114) 
—o A F oA + aA — A) =0. 


Acesta este. un sistem algebric omogen în amplitudinile Ass şi pentru a avea 
soluţii neidentic nule (nebanale) determinantul sistemului trebuie să fie nul: 


— a? t og os -oa ag (14.115) 
2 o t o t 02 i 


Aceasta este o ecuaţie pătratică în o? (numită ecuație caracteristică) cu rădă- 
cinile : 
o = 00 a= Voi t 20 (14.116) 
care constituie frecvențele oscilaţiilor proprii. 
Cea de-a doua cale este trecerea la coordonatele normale, adică sepa- 


rarea oscilaţiilor independente. În cazul sistemului nostru (14.112) aceasta se 
face imediat prin adunarea şi scăderea celor două ecuații: 


(0. + 62)” + oO + 0) =0 deci a, = oo (14.117) 
(0, — 0)" + (03 -F 209(0, — 0) =0 deci å: = Vai + 208 


coor donatele normale fiind qye = 0, + 0e. : 

Cele două oscilații normale se realizează deviind inilial pendulele cu 
acelaşi unghi, în acelaşi sens (0 = 00 — oseilaţia simetrică), respectiv în 
sensuri opuse (w2 — oscilația antisimetrică). În primul caz resortul de cuplaj 
rămîne de fapt tot timpul nedeformat (şi poate fi scos), iar în al doilea caz el 
este solicitat la maximum. 

Oscilaţia generală va îi o suprapunere a celor două oscilații normale: 


q = As cos (Qil F 04), ge = As cos (osb -H de), 
i 1 1 
6, ZA (ai + q2), 9 =g =h) > (14.118) 


unde constantele Asz, caz se determină din condiţiile inițiale. De exemplu, 
tinind în momentul iniţial 4 =0 primul pendul fix 0, = 0, = 0, iar al doilea 
deviat cu unghiul 0, adică 0, =0, 0, =0, găsini solulia: 


0, = Le (cos ol — cos ol) = 
ml vata ai ` 
O sin (© — o)l-sin 3 (oi F o)l, > (14.119) 


N 
1 A 1 - îi! . 
6, =O (cos wt A cós zl) = O cos = (lws — o.) cos lei H oa). 


De aici se vede că dacă frecvențele proprii cos: sînt apropiate, între ele (cupla, 
slab) : se : j gi | 

2 
o, & o sau kh? & mgRe, atunci oz = cot d ulii (14.120 
A FN e Mil „oa . 
obţinem fenomenul bătăilor, adică oscilaţii de tip sinusoidal: de' frecvenţă 


2 oi 4 ce), modulate, adică cu amplitudine lent variabilă cu frecvențe 
(bătăilor) : 


ia o dog iu E, 04.121 


Pe-măsură ce amplitudinea oscilaţiilor pendulului:2-şeade spre zero, amplitu- 
dinea oscilaţiilor pendulului 1 creşte spre un maximum, apoi procesul: se des- 
făsoară în sens invers. Energia cinetică trece succesiv de la un pendul la celă- 
lali, ele fiind în rezonanţă (pendulele pot fi puse în oscilație și în plane perpen- 
diculare pe planul figurii 14.26). Să 


14.9. ANALIZA ARMONICĂ (FOURIER) 


14.9.1: OSCILAȚII PERIODIC. ` 


Funcţiile periodice, în condiţii foarte generale (condiţiile lui Dirichlet), 
pol. fi descompuse într-o serie trigonometrică. de forma: 


KO => (a, cos not + b, sin not) = 5 A, cos (not + a), (14.122) 


n=0 n=0 
2 A ba o pi 
AGE tgar =>, = (14.123) 
E ame s Shy i | 
unde coeficienții ap, b; se obţin uşor înmulţind Această dezvoltare:cu cos kot; 
FE fu i e Dia A 
respectiv sin kol și integrînd pe o perioadă , D=: 
w 
În adevăr, ţinînd seama că . i ' 
T T 
| cos nol-sin koltd : = 0; f cos nof- cos kol dt = dan Z, (14.124) 
Wo . rpi O EI 
i T : 
sin nol'sin kotel = dan D 
2. 
0 
0, dacă ngk ;, N 
EER APTE simbolul lui Kronecker), (14.125) 
1, dacă n =k 
rezultă formulele pentru coelicienți : 
y 
1 
d i NO AI = fy _(valoarey medie a functiei), , (14.126) 
0 i 
7 : ; T ; 
2 Ai i a pa aae dei 
da -7f KD cos naldi, b, == f fO sin notdl, nz0. 
T 
0 r 0 


` Folosind formulele lui Euler (14.24), dezvoltarea Fourier (14.122) se 
poate serie cu: ajutorul functiilor exponenţiale : E ȘI 


1 ide 
(aem ibai 


NO =E, Cn eL ea = E o (14.127) 
1 T PE pa s 
Ca =o f KA) etre di, e,=. (14.128) 

J 3 $ 


Prin urmare, oscilațiile periodice oarecare se descompun în oscilaţii ar- 

monice, sinusoidale, cu frecvenţe egale cu multipli întregi no ai frecvenţei 

pE 

T 

este dat de diagrama în care sînt reprezentate amplitudinile în funcție de 

frecventă. El este format din linii verticale echidistante de diferite înălțimi 

(proporționale cu amplitudinile). £ . A 

` Descompunerea oscilaţiilor în oscilații’ sinusoidale este importantă de 

exemplu în acustică la analiza sunetelor sau în electrodinamică. 


fundamentale o = „ unde T este perioada oscilaţiei. Spectrul oscilației 


14.9.2. OSCILAȚII APERIODICE 


Dacă oscilaţia este aperiodică, atunci în locul seriei Fourier cu spectru 
de linii (discret), vor apărea oscilaţiile sinusoidale cu frecvențele cuprinse 
într-un întreg interval, deci cu spectru conlinuu. Seria Fourier trece în inte- 
grala Fourier : 


co ce 


ft = | alw) cos [ot + &(6)] do = f a cos (ot -H au) do (14.129) 
E 0 
sau sub formă complexă 
NO =] o) dh do, co) = (0), (14.130) 
=o 


unde densitatea de amplitudine sau densitatea spectrală („anvelopa spectrului“) 
este 
0 
e(o) mee | fe di, : (14.131) 
E, 2r A 
— 0 
Spectrul este reprezentat de graficul densității de amplitudine a(w) (densitatea 
spectrală), k | 
De exemplu, oscilaţia amortizată din fig. 14.27 are spectrul continuu 
din fig. 14.28. ; 


latu! £ 


HE 
| 
| 


Fig. 14.27 ` Fig. 14.28, 


IntegralagFourier devinefmai simplă în cazulzunei funcţii pare: 
PUER E na an i 
KÀ = | aa cos at do, dg=— | fÀ cos cot di (14.132) 


[1] RA Aaa 0 


și în cazul unei funcții impare : 


o co 
4 2 
K= | basin otd', ba -H KD sin ot dt. (14.133) 
0 ` ii 


Exemple, 1. Oscilaţiile dreptunghiulare din fig. 14.29 fiind simetrice faţă de SC ales, vor 
conţine numai cosinusuri : i i 


PA hz _ hor js 2h sin r 2h 1 
i . 7; bp=0; 3, 
o T an PE zi T = sin = noT; ba =0:; (14.134) 
w 
h i 
m= 5 sin NET, taot 
nso FN 2 

ho œ 2h o nnr 2znt 

= SI sin + COS g (14.155) 

1 a za T T 


Fig. 14.29 


Spectrul este reprezentat în fig. 14 30. 


2h cin nne 
Arsýs sin ZH 
215 heia Sin F 
T. ; 

N 
hë 
T 


să w 


Sl ia 02 loa 


Fig. 14.30 


2. Mişcarea aperiodică f() = A e, t> 0 (fig. 14.31), se descompune în integrala Fou- 
rier: 


D= { gt asi 14.136 
ID = No) e dos, do) = 5 tio (14.136) 
o 
sau 
ca 
ft) =| a cos (o E + to) do, (14.137) 
o 
1 A o 
2 Hi arge arc tg . 14,138 
a, lee) | pei rară CA arg e(o) = ( ) 


Spectrul este dat de a, şi este reprezentat în fig. 14.32. 


HE 


Tig. 14.31 5 Fig. 14.32 


14.9.3. FORȚA OARECARE 


Dacă asupra sistemului oscilant acționează o forţă oarecare F(I) perio- 
dică sau nu, atunci descompunînd-o în serie sau integială Fourier, calculăm 
oscilaţiile forţate produse separali de fiecare osei ăţie sinusoidală compo- 
mentă. Deoarece ecuaţia diferenţială a oscilaţiilor amortizate este liniară, 
suma scluțiilor individuale este de asemenea o soluţie (principiul suprapunerii). 
Rezultatul va fi deci suprapunerea (suma) oscilaţiilor forţate individuale. 
Prin urmare, oscilaţia forţată rezultată va fi reprezentată de seria (sau inte- 
grala) Fourier corespunzătoare. 

De exemplu, 


F(D =$ An cos (NOL F dn); © == Ba cos (ROL + PBa); + (11.139) 
unde 


B, Aa r 


> tg (Pa — Xn) = $ 
nO VEF NAm— kny se ) nlm — kjnQ 


Dică una din frecvențele componente nQ coincide sau este foarte apro- 
piată de frecvenţa de.rezonanţă Wrz a sistemului oseilant, acesta intră în rezo- 
nanţă, şi dacă amortizarea sa este mică, rezonanţa va îi foarte ascuţită. Astfel 
se explică faptul că putem obţine rezonanţă cu ajutorul unor impulsuri (de 
formă oarecare) dar cu frecvenţa de repetiţie egală cu un submultiplu întreg 
„al frecvenţei de rezonanţă. 

Dacă avem un set de rezonatori cu amortizări foarte mici, atunci vor 
intra în rezonanţă acei rezonatori ale căror frecvențe proprii de rezonanţă 
coincid cu frecvențele componente ale oscilaţiilor aplicate. Astfel se poate 
face analiza oscilaţiilor (de exemplu, frecvențmetrul cu lamele rezonante 
folosit pentru curentul alternativ industrial). 


(14.140) 


ana 


> PROBLEME: 


14.1. O particulă se mișcă de-a lungul axei Ox după legea a = C ecs? (ot +g). Să se alle 
amplitudinea și perioada oscilaţiilor. Care este ecuaţia „traiectoriei“ in spațiul fazelor (v, x)? 


R. A =C] T = rjo; 0? = 4o?a(C — a), 


14.2. Un pendul simplu gravitațional a cărui bilă art acnsitate p esle cufundat într-un lichid 
de densitate p, Care este perioada micilor oscilații ? p 


_Î 
D.P a 


R. Tels 


14.3. De capătul unui resort vertical de constantă elastică k este fixat un corp de masă m, 
Cu ce distanţă maximă coboară corpul lăsat liber; dacă în momentul inițial viteza lui este zèro 
și resortul nu este întins? 


R. Ena == 2mgjk. 


14.4. Un corp de masă m este suspendat de'un fir perfect flexibil și perfect astie de con- 
stantă elastică X. Corpul este deplasat în jos și lăsat apoi liber să oscileze pe verticală, Care 
este depiasarea maximă admisibilă pentru ca oscilaţiile să fie armonice ? 


Re Ana = mgjk, 7 ine d P e ASe 


14.5. Un arcometru (sau densimetru) de masă m şi cu diametrul tubului cilindric vertical d 
efectuează mici oscilății verticale cu pericada T într-un lichid. Care este densitatea lichidului ? 


167m 


R. = e 


aTe, 


14.6. Un corp de masi m este suspendat de un resort, O par tienä de masă 'n% cade cu vi- 
tiza v pe corpul m de: caro! se lipește. Alungirea statică predusă' de par tieua m? este xe Să se 
âne amplitudinea oscilaţiilor siștemului (m + m) ' 


Je a=a fa yom i, Fu 
2o9(m + m”) 


14.7. Pe un platan de masă neglijabilă, atirnat de un resort, cade fără viteză iniţială un 
corp. dé la înălțimea A deăsupra platanului, Considerind că ciocnirea corpului: cu platanul este 
plastică, să se afle amplitudinea oscilaţiilor platanului, La echilibru același corp alungește 
resortul CU Vg 


PR. AVI F ha. 


14.8. În mijlocul unei torzi elastice oriventâlă de hunginie Î. f:tiisă cu forța constantă F, 


este suspendat u un corp do, masă m: Să se afle o perioadă micilor sale ose iaţi. „(Se neg șlijeiză 
gravitația E 


R. =r ji mut. 


14.9..0 particulă oscilează de-a lungul axei Ox dipă eisoa z= Á ces s (oi E PN Să se cal- 
„culeze densitatea de probabilitate wey., unde wa), dz este probabilitatea de-a găsi particula 
pe intervalul KEZ £ T: ds), gi 


1 
ai 


n. w(x) = 


14.10. O scîndură omogenă este aşezată orizontal şi transversal pe doi cilindri în rotație, 
ca în fig. 14.33. Distanţa dintre axele cilindrilor este l, jar coclicicntul.de frecare la lurecare 
este p. Să se arate că scindura va oscila sinusoidal și să se afle pericada; 


ASE, 


2l 


~ Fig. 14.33 Fig. 14.34 


14.11. Un manşon de masă m poate culisa fără frecare pe o tijă orizontală, fiind prins cu 
două resoarte identice, de constantă k, de pereţii vasului din fig. 14.34. Să se calculeze pe- 
rioada micilor oscilaţii ale manșonului, dacă vasul este rotit cu viteza unghiulară o. 


R. 


14.12. Un corp de masă m, așezat po o masă netedă, este legat printr-un resort orizontal 
de masă m’ şi constantă kde: perete. Să se afle frecvența oscilaţiilor corpului (se negli- 
jează frecările şi se consideră: í toate punctele resortulni oscilează în fază). 


y k 
R o= B 
m + mi3 


14.13. De capetele unui resort cu constanta elastică & sint prinse două bile de mase Mrs. 
Negtijind fortele gravitaționale, să se aflé îrecvi cnja de oscilație a resortului, iniţial întins (sau 


comprimat) și apoi lăsat liber. 


R o= e 
MMe 


14.14. La capetele unei tije fine orizontale cu constarta de torsiune C sint fixate. două 
„discuri cu momentele de inerție Tig Care este perioada oscilaţiilor! dej torsiune ale tije? f 


omak V 
[T=27 J . 

me CU, + 19 

14.15. Un pendul este format dintr-o tijă subțire rigidă avind la capăt o sferă de rază R 

cu':percţii foarte subțiri, conținînd un lichid ideal. Distanţa de Ja axa de suspensie pină la cen- 


trul sferei este ['(fig. 14.35). Do cite ori crește perioadă micilor oscilăţii, dacă lichidul gieta 
çoegltijind variația de volum prin solidificare) ? . 


a feo Q tijă omogenă de masă m şi lungime 1 poate oscila intr-un plan vertical, avind Insă 
pătul inferior prins Ja mijlocul unui resort orizontal de constantă elastică k (fig. 14.36). Să 
se afle frecvenţa micilor oscilaţii. pitt ia 


R. o= Japi š 
2l mg, 


Fig. 14.35 Tig. 14.36 Fig, 14.37 


14.17. Un cilindru omogen de masă m execută mici oscilații de rostogolire fără lunccare 
pe un plan orizontal, fiind prins Ia periferie de mijlocul unui resort orizontal de constantă elas- 
tică K. ca în lige 14.37, Care oste perionda oscilaţiilor ? 


n. raze, 
2 2k 


i 14,48, Un pendul fizic este rotit cu 180° faţă de poziţia sa verticală de echilibru şi lăsat 
liber, Știind că el trece prin poziţia verticală de echilibru cu viteza unghiulară e, să se afle 
perioada micilor oscilaţii ale pendulului. i 


1415, Un pendul fizic oscilează cu [recvenţa co,. Dacă i se ataşează un corp mie de masă m 
da distanța h de axa de suspensie, frecvenţa devine œ: Care este momentul de inerție al pen- 
duluiui fizic faţă de axa de rotație ? 


R. I= me Pi 7 Ah T 


oi — vi 


14.20, Două pendule fizice au perioadele T', « si momentele:de inerție Z,a față de axa de osci- 


taţie. Dacă le cuplăm rigid, cc perioadi'va avea pendulul fizic rezultant. în jurul aceleiași axe 
do suspensie? 


R ē T= E 
LTi + hT} 


14.21. La capătul liber al unei bare orizontale (de masă neglijabilă), meastrată la celălalt 
capăt, este atirnat printr-un fir un corp de masă m. Bara are lungimea 1, momentul geometrie 
J şi modulul de elasticitate E. Care va fi perioada oscilaţiilor corpului ? Pentru ce amplitu- 
dine a oscilaţiilor firul de suspensie va începe să se stringi? . ` 


R romi 2L, p> 2E. 
' 3EJ 353 


14.22. Lu mijlocul unei bare orizontale (de masă neglijabilă}. sprijinită orizontal Ja capete 
pe două reazeme, este aşezat un corp de masă m, Bara are lungimea l, memeniul geometric 
J şi modulul de elasticitate. E. Care va îi perioada_oscilaţiilor. corpului ? Pentru ce amplitu= 
dine a : uscilaţiilor corpul începe să se desprindă de bară ? 


; A 
R OT za) mo SRL Lei 
48 EJ 48 EJ 


514.23, Să se afle amplitudinca inițială” A. și faza inițială « a oscilaţiilor amortizate, stiind 
constantele mFk, r, precum și condiţiile inițiale : poziţia as și viteza vo la t= 0. 


R A= Vă -H (02 + bah a = are cos Aa: 
Aa 


14.24, Un pendul simplu gravitațional are lungimea l, Știind timpul de relaxare 7 a osci- 
laţiilor amortizate, să se calculeze decrementul logaritmic, .. 


gT 


14.25. Un pendul simplu gravitațional oscilează amortizat, dcerementul logaritmic Mind D. 
Știind că după un timp 'energia mecanică a pendulului a scăzut de e ori,'să se afis lungi» 
mea pendulului, 


R. anito 
1 + 47D? 

14.26, Un corp de masă m suspendat Ja capătul unui resort de constantă. elastică K, elec- 
tucază oscilații verticale amortizate. Știind că după N, oscilații, amplitudinea oscilaţiilor scade 
de e ori, să se afle decrementul logaritmic, perioada oscilaţiilor amortizate, coelicientul de 
amortizare. - 


R D=, r= a 2 (9 Laa = 1 5 
No k AN m VI+ dani 


14,97. De cite ori trebuie să crească coeficientul de amortizare pentru co oscilaţiile pseudo- 
periodice cu decrementul D să treacă în mişcarea amortizată aperiodică ? i 


© 


R. bjb = VI Faze DE. 


14.28, Si aan adi A Srt ui A R : A > g 14.37. Să se dezvolte în serie trigonometrică os-ilațiile triunghiulare din fig. 14.38 
4.28, Si se szrie expresia vitezei oscilaţiilor amortizate. Do cite ori se micșorează după 


o perioadă viteza unui corp ce execută oscilaţii a mortizate cu decrementul logaritmic D ? e. ro 3 åh sin? ZOT. ginot = 
3 i Ea Poe D eA 7 E i n= Tron 4 ; 
E 
R. v=ole™ cosjot +u t z + arctg Ei LIU) - e2, hr % T TNT 
2 wj) +T) tt E sin? —— cos not 
27 natnr 27 


14.29. O particulă deplasată din poziția sa de echilibru cu As este lăsată liberă. Ce distanță 
parcurge particula pină la oprirea sa completă, știind decrementul logaritmic D? i 


1 -Dis 
E EE 
1 — o/a 
14.30. Un corp de masă m, așezat peun plan orizontal cu coeficientul de frecare la luhecare p 
este legat printr-un resort orizontal nedeformat, de constantă k, de un perete: Corpul este de> 
plasat astfel incit resortul se lungește cu A, apoi lăsat liber, Să se afle perioada oscilaţiilor corpului 
și numărul de oscilații efectuate pină la oprirea corpului. ie 8 j d 
a, Dă Fig. 14.38 


i : PAE PPE SE A à să alei 

A: za | = ENEA Aung 4 14.38. Să se dezvolte în serie trigonometrică oscilaţiile în „dinţi de ferăstrău“ din fig. 14.39. 
e 
m 
| : h A ilnat+n!?) = h S4 „sin nat 
14.31. Să se calculeze raportul Baas!B,tat cunoscin] decrementul logaritmic D. ' | n. O FARN > pasa e pa > pi: cae i 
| 2 no 2T 2 aik 
i r à 

Ro Po T2, = Ja | f i 


Bund D 4r 


14.32, Amplitudinea oszilațiilor forțate este aceeași pentru două frecvenţe Que. Să se afle 
frecvenţa de rezonanță a clongațiilor, ac să aa 


14.33. O bilă de masă m alungeşte static un resort cu xo Știind că bita efectuează oscilaţii A Tig. 14.39 
verticale forţate pe resort, sub acţiunea unei torţe sinusoidale periodice de amplitudine Fg, 


P Fi H ică si i gs = A | sin o | din 
cu decrementul logiritmic D. să se afle frecvența de rezonanță și amplitudinea la rezonanță 14.39. Să se dezvolte in serie trigonometrică sinusoida „redresată“ f(£) |sin ot I 


rezonanța elongațiilor), fip. 14.40, 
i ial i : inot KES omot = 24 S ta „cos 2not. 

W -} g t> Djim TiDiy i =) í Ka BR. Alsinol] na z 1 = 42 Run ARSI 

. ez o Bian . : 
E zy 14 Dijin = Anumg D: | irc 
i “HI = Al sinot 

14.34. Un pendul elastic are perioada oscilaţiilor neamortizate T. Asupra corpului acio- d 
ucază o forță sinusoidală de amplitudine Fy și o forţă de frecare proporțională cu viteza, La 
xezonanța vitezelor, amplitudinea oscilaţiilor este Bo. Să se alle cocficientul de rezistență și | 
puterea medie disipată la rezonanţa vitezelor. 

R r Zn no, Pmis = aiiin ý a f 

2B, . T i , EI 

14.33. Pentru două frecvenţe Q, ale forţei sinusoidale perturbatoare, amplitudinea. vitezei, X 
se reduce la jumătate din valoarea maximă. Să se afle frecvența de rezonanţă a vitezelor și 
coeficientul de amortizare; pA i a ; ; 5 Fig. 14.40 

Do b= iii ; ý 14.40. Să se descompună ‘in integrală‘ Fourier” oscilațpia amortizată aperiodică : 

23 p Dac, H i 
12.36. Să se diformine raportul PO): Paar la rezonanţa tlongallilor, ştiind raportul ob. i A gap Pe 3 casio Si 
iii he Bi 3 A Si À Re ao) = A Agon = af - da. 
p BOr) ob —2 -i bat è To btt o P 
Paas w/b — 1 pa 


CAPITOLUL 15 


UNDE ELASTICE 


Mediile continue: gazele, lichidele, solidele, sînt sisteme de particule 
legale, adică de particule (molecule, atomi sau ioni) care interacționează 
între ele. De aceea, dacă una din particule oscilează, vor oscila după ea și 
particulele vecine ; oscilaţiile se vor propaga în mediu de la particulă la parti- 
culă sub formă de unde, numite unde elastice (spre deosebire, de exemplu, 
de undele electromagnetice în vid sau în substanţă). Această nelocalizabilitate 
a oscilaţiilor este caracteristică tuturor mediilor continue. Propagarea undei 
nu se face instantaneu, ci cu o viteză finită c. 


15.1. UNDA PLANĂ PROGRESIVĂ NEATENUATĂ 


Dacă toate particulele situate într-un plan perpendicular pe direcţia 
de propagare a undei oscilează identic, unda se numește plană. 

Fie o undă plană care se propagă fără atenuare în direcţia axei Ox cu 
viteza constantă c. Dacă în originea z — 0 elongaţia č a particulei urmează 
o anumită lege: 


(0, 4) = K0), (15.1) 


atunci în oricare punct x de pe axa Oz elongația E(x, 7) a particulei de acolo, 
măsurată de la poziția sa de echilibru, va parcurge aceleaşi valori ca în origine, 
dar cu o anumită întîrziere z/e, dată de timpul necesar undei ca să ajungă din 
origine pînă în punctul x considerat. Prin urmate, în punctul z la momentul 1 
elongaţia trebuie să fie acecaşi ca în origine la momentul t— gje : 


Ea, D =E0, 1— rle) = ft— zl) = Fæ — cb. (35.2) 


Elongaţiile č(x, ) ale particulelor,. măsurate de la poziţiile, lor de echi- 
libru v, pot fi atit în direcţia de propagare a undei, atunci unda se numește 
longitudinală, cit și într-o direcţie perpendiculară pe direcția de propagare, 
atunci unda se numește transuersală. Mai general, E poate desemna și o mărime 
fizică ondulatorie oarecare, precum cimpul electric sau. magnetic într-o undă 
electromagnetică. 


Expresia (15.2) reprezintă ecuaţia unei unde plane progresive care se 
propagă fără atenuare în sensul pozitiv al axei Ox cu viteza c. Pentru unda 
care se propagă în sensul invers al axei Oz, c trece în —c: 


Ea, D = NEH tiA = Fl ed). o (15.3) 


Particulele situate într-un plan perpendicular pe direcția de propagare a undei 
oscilează identic, de aceea unda se numeşte plană. 


Fig. 15.1 


Pentru unda plană progresivă este caracterislică dependența elongațiilor 
E de combinația u =1Fæ/e (sau £Fct) şi nu separat şi independent de 
z şi 4. Dacă egalăm „faza“ u cu o constantă, vFct = const, găsim legea de 
propagare rectilinie uniformă 2 = cl + const a fazei (sau frontului) undei. 
Dacă unda plană se propagă în direcţia versorului n (fig. 15.1), elongaţia 


= 
particulei dintr-un punct P de rază vectoare r va fi aceeaşi ca a particulei 


r à Lă ep 
Pa), a =rn:; 


EË, D = EG, D = EO, 1 — tlo =f ( 1E i (15.4) 


15.2. UNDA PLANĂ MONOCROMATICĂ 


În unda plană monocromatică, oscilaţiile în fiecare punct sînt armonice 
(sinusoidale), de o anumită frecvenţă o : 


20, D = A cos ot = fli), 
Ele, D = fU — zje) = A cos ofl — zle). (15.5) 


__ Elongaţia & este nu- numai periodică -fy timp, cu perioada T=2z]a, ci 
periodică şi în spaţiu, în raport cu coordonata z,'cu perioada 2 numită lun- 
gime de undă, care rezultă din condiţia! de periodicitate spaţială + 


TE ai] Oa 


iri 
(15.6) 


Lungimea de undă este egală cu istan{a parcursă de undă în timpul unei 
perioade T, sau altfel spus, cu distanța dintre două maxime (minime sau anu- 
lări) succesive ale undei în spaţiu la un moment dat. 

Ecuația undei (15.5) se mai poate scrie sub forma : 

; 


=) A cos (ol — ka), (15.7) 


E = A'cos o(l — a]c) Acos 2af- 
T 


eul ED e ea e va ăi 
K N ; 1 (15.8) 


unde k se numeşte număr de undă, egal cu numărul de unde care se cuprind 


în 27 unităţi de lungime. Mai general, se defineşte vectorul de undă k avînd 
modulul k =2x/A = af și fiind orientat în direcția şi sensul de propagare 
a undei: 


Eg 2m > o w căt 
k= n= nn, on 3 15.9 
A c 3 ( ) 
Atunci ecuația undei plane monocrematice:care se propagă în spaţiu în 
"i . . . . ? N 
direcțiă şi sensul vectorului de undă KX se.scrie : 


E = A cos (ol — ÎN) =Re (actori. (15.10) 


Argumentul cosinusului se numește faza undei : 


git ol — ir (15.11) 


Supraieţele de undă sinl suprafețe de fază constantă şi ele sîni perpendicu- 
lare (în medii izotrope) pe direcţia de propagare a undei. În adevăr, ecuaţia 
ot— $r == const reprezintă ecuația unui planir în fiecare moment, vectorul î 
fiind perpendicular pe acest plan. , i ti a 

Normalele pe suprafețele de undă se numesc raze. 

În cazul considerat mai sus, supräfejele. de ündi s sînt plane, normale pe 
direcția de propagare. : 


Viteza. undei plane monocromatice coincide cu viteza de deplasare a fazei, 
numită viteză de fază. Dacă faza din punctul a la momentul f a ajuns în 
punctul a + dz la momentul + di, înseamnă că 


o =0l— kr =o(l + di) — k(x + di) > dọ = o dt kdz =0,. 


me eee e, (15.12) 


importanţa: studiului undelor plane  monocromalice (15. 10) este deosebită, 
deoarece o 'undă oarecare poate fi descompusă totdeauna în unde plane mono- 
cromatice (descompunem, de exemplu, funcţia f() (15.1) în serie sau integrală 
Fourier), analog descompunerii unei oscilaţii oarecare în oscilaţii armonice 
sinusoidale, i 

Undele elastice se numesc şi. unde sonnre sau sunete şi se împart în 3 
game: infrasunete cu frecvenţe: 'sub 16 Hz ; sunele auzibile cu frecvențe între 
16 Hz și 20-kHz (lungimi de undă în aer între 20 m și 2 cm) și ultrasunete 
cu frecv enle, „peste.. 20 kHz (pînă la ~ 10 GĦz). a ata A 


15,3. DEFORMAȚIA SOLIDELOR PRODUSĂ DE UNDE 


À n e; 

Undele longitudinale se pot propaga atît în solide cît și în fluide, în timp 

ce undele transversale:se pot propaga numai în solide, deoarece în fluide nu 

există forte elastice la forfecare, adică forţe proporţionale cu distanţa de lune- 
care a unui strat față de altul, care să transmită oscilaţiile transversale. - 


15.3.1. DEFORMAȚIILE ÎN UNDA LONGITUDINALĂ | 


Să considerăm întii o undă plană longitudinală. Din cauza deplasării 
particulelor în direcția propagării, mediul elastic este în fiecare moment de- 
format. Să caleulăm deformația relativă e(x, 1) în punctul (planul) P(x) la 
momentul: Pentru aceasta; să considerăm un punct (plan) infinit apropiat 
Q(a + dr) (fig. 15.2). Coordonatele v; v +- dz reprezintă, poziţiile de repaus 
(de echilibru) ale particulelor, astfel încît PQ == dz este lungimea nedetormată 
a stratului. La momentul [ particula din P(x) are elongaţia &(x, ().şi deci se 


: zixt] dai a 


1 
t ia 


Plx) Qixedx) _. P| a 


Fig. 152 ia TRE i 
Fixi dyt] Fixte Zax 


află deplasată în P'(x -+ S iar particula din Q(x + dz) se află atunci depla- 


sată în Qir + de + é 45 az), geo deoarece elongația din punctul infinit 
x 


vecin Q(x + dr) este E(x + dz, D= ta, t) +2 dx. Lungimea segmentu- 
> da 


fui (stratului) PQ = da devine deci la momentul î egală cu P'Q' = dz -+ 


[74 FA 4 

+ — dz. Alungirea absolută va fi P'Q' — PQ „2 dz, de unde deforma- 
Ex öx 

ţia relativă : 


¿z 


a(x, D) = 


l 


(15.13) 


w 
È 


Cealaltă derivată partială a conga- 
liei dă evident viteza particulei : 


va D= =t, (15.14) 


15.3.2. DEFORMAŢIILE 
ÎN UNDA TRANSVERSALĂ 


În cazul propagării undei transversale 
—— în direcția axei Oz, particulele au de- 
Fig. 15.3 E, plasări (x, 1) transversale (perpendicu- 

SE lare). pe direcția de propagare Or. Două 
punete infinit, vecine cu poziţiile de echilibru în P(x), Q(z -H da) se vor 


afla deplasate la momentul (în poziţiile P'(z „£), respectiv Qf x-i- dz, E+ 


dă SN ea , i 
sar ph (fig. 15.3); Unghiul de lunecare (forfecare) y al planului din Q 
faţă Se cat ci P, unghi considerat mic, rezultă din raportul catetelor 
RO" = dë și P'R = de, deci a ` 
ca 


Lia a 
va D=. (15.15) 
i 1 da . 


, Deformaţia elastică, de alungire sau de lunecăre, este egală cu derivata par- 
țială a elongației în raport cu coordonulu. - 


15.3.3. DEFORMAȚIILE PRODUSE DE UNDA PLANĂ PROGRESIVĂ 


aa cazul undei plane progresive nealenuiale (15.2) avem (vp — viteza parti- 
culelor) : 


Elx, D) =f — zl — f(u), unde u =t—zle, eir 1, £ ; 
ĉl č $ 


v= = s 
e e a pi Li 
cl ct cu ci du 


05 of cu éf 1 1 îf v 
„de 07 due tu c c at c 
de unde deformația relativă sau unghiul de lunecare -~ 


ai af ëf êu _ of 


a(x, t) sau y(z 


-(15:16} 


Deformatia de alungire sau lunecare este egală cu raportul, cu semn schim- 
bal. dintre viteza particulei și vileza undei. 

Pentru unda progresivă care se propagă în sensul invers (negativ) al axei 
OZ avem: 


; Ga Lafe 5 
sau pi ah ==, 15.17 
e sau y sai RE) z ( ) 


Detormaţia e(x, ) sau (e, t) este maximă acolo unde viteza particulelor 
e(z, 1) este maximă, deci în punctele unde particulele-teec prin poziţiile lor 
de echilibru. Acolo unde viteza particulelor v este în acelaşi sens cu sensul de 
propagare al. undei longitudinale avem o regiune de comprimare. (e < 0), 
iar acolo unde viteza particulelor este în sens opus avem o regiune de rarefiere 
(e > 0). 


15.3.4. DEFORMAȚIILE ÎN UNDA MONOCROMATICĂ 


În particular, în cazul undei plane monocromalici (15.7) avem : 


oF, i 27 t 
băi oll —- xj) = A sin 2r bit 
c A T A 


= kA sin (ol — kr). (15.18) 


Deformatiile sint nule acolo unde clongațiile sînt maxime şi reciproc, sint 
maxime acolo unde elongațiile sînt nule. Aceasta se vede uşor pe o undă 
transversală. În fig. 15.4 am reprezentat porțiuni egale din două plane vecine, 
în punctele de maxim și de zero ale clongațiilor, În maxime cele două plane 
vecine sint egal deplasate transversal din poziţiile lor de echilibru şi defor- 
maţia de lunecare (a unui plan faţă de celălalt) este nulă ; în schimb în punctele 
de zero, cele două plane vecine 7 
sînt deplasate în sensuri opuse 45 


efx, t) sau y(x, 1) 


şi lunecarea este maximă. 
La fel, într-o undă longitu- Fr) 
dinală, comprimările şi rarefic- Ș: N4 CĂ ZNS 
rile vor fi maxime în punctele pa! yr- 4 
de zero ale clongaţiilor: acolo d NETS 
două plane vecine (de o parte o - a ai 
şi de cealaltă a'punctului de 5 ah A i 
zero) se apropie sau se depăr- E A Ad 4 
tcază între ele, pe cînd în punc- fg 
tele de maxim ele se mişcă la 
fe! în acelaşi sens. Fig, 15.4 


Ca ordin de mărime pentru sunetele. obișnuite”: 


SY A 10- mm : 
Emar SUAU Ymaa 2 kA =27 ~ n = m æ 10% 0,01%. 
i c > 102 mm, 


(15.19) 


Ca ordin de mărime deformaţiile relative sint egale cu raportul dinlre: ampli- 
tudinea de oscilație a particulelor. şi, lungimea de undă. . gar 


15.4. ECUAŢIA UNDELOR 


Derivînd încă o dată pe ĉfjĉx, obţinem ecuația undelor : 


Ef (20) 1 9 (cf 1 ef 
da? calea e exe c daât 
1 aițz Larèn Te 
= (1) (zii, (15.20) 
e ët êr) eeN ët ce at ; 
di 12 32 pe > „a i: a 
a LD em ET wer 0 sau -2 Liei 
ca? c? eh ca Teet dè eer 


Prin urmare, undele E(x, 1) = f((-Fa/c) verifică această ecuație diferentială 
cu derivate parţiale şi, reciproc, soluția generală a acestei ecuaţii este o supra- 
punere a celor două soluţii, undele f(t — z/c) + h+ zlo). 

În cazul propagării într-o direcție oarecare în. spațiu, ecualia undelor 
se poate obține analog, pornind de la unda plană (15.4): 


-= >> 
nr 


pl tă i(i E) fo, u= — a 


1 
(nax -+ nyy + n3), 


i êf. of., 
ôt u’ 
Sa wal a au _ Af A ne o 
ex enev x da T e Siea 
êf o Da Of Na Öf. 
cr „€ Cu ca! 
óf _ eof n öf nge f 
aa? é rêt c tox cet 


Sumînd derivatele parțiale (ng + ry + r3 = n? = 1), rezultă ecuaţia undelor 
(pentru medii omogene şi izotrope) : t 


Af =lap f ; (15.21) 


(A este operatorul lui Laplace, pe scurt laplacean): sau 


G T. O/ > dal f =0 (15.22) 


(C este operatorul lui D'Alembert).. Pentru: unda plană ċare:se propagă in 
direcția axei Ox regăsim de aici ecuaţia (15.20). 


Vom avea nevoie de ecuația undelor pentru calculul vitezei de propagare c, 
care apare la pătrat la numitorul derivatei după timp. Ecuația undelor se 
obtine din ecuaţia fundamentală a dinamicii scrisă pentru un element 


dm: dma = dF. 


15.5. VITEZA UNDELOR ÎN SOLIDE 


15.5.1. VITEZA UNDELOR LONGITUDINALE, 


Să calculăm viteza undelor longiludindle într-o bară și într-un mediu 
elastic nemărginit, Legătura dintre tensiunea elastică a(x, [) == F] Se ṣi defor- 
maţia longitudinală e(7, [) este dată. de legea lui Hooke (12.1), respecliv 


(12.17) :, 
bară : 
; Tar aa „26 F 
ol À Fæ, D = Eea, D=; (15.23) 
oo Sa. ; êg di 
mediu elaslic nemărginil : ID 
ele, D) = R'e = — ËT e (B'a 1,35 E). (15.24) 


(IF a) — 2p) 


Un strat inlinit de subțire dz cu masa dm = Paso k (Po — densitatea 


în absența undei) va fi supus Ja forța rezultantă dř = “2 T dr. sS (tig. 15.5). 
i ` ew 
Confòrm legii fundamentale a mecanicii ; 
pas „2 ȘI 
dm SE. AP Oo PER £ aa, (15.25) 
ĉl da Lon ex 
Pentru bară: j i 
Li asy siy 
EE E AS pi De (15.26) 
da ar oa aa” 


xi Ext] x+ dx+t$+g dx 
Fig. 15.5 


de unde, în virtutea ecuaţiei undelor (15.20), rezultă viteza undelor longi- 
tudinale în bară (indicele lui po de obicei se omite în rezultatul final): ` 


C = J= (formula lui Newton). (15.27) 
p 


„nina 


Pentru mediu elastic nemărginit, conform lui (15.24), viteza undelor 


longitudinale va fi: 


EU — p) 
(+ p — 2p)e 


> en (G m 1,16). ` (15.28) 


Ca ordin de mărime : 


l 


i~ |2110 X 1104-2. æ 4,5-10? m/s. 


m? m? 


15.5.2. VITEZA UNDELOR TRANSVERSALE 


Pentru undele transversale forţa rezultantă asupra elementului de masă dm 
este transversală pe direcţia propagării, fiind dată de efortul elastic tan- 
genţial datorit fortegärii (lunecării) : d£ = 22 da dS (fig. 15.6). Scriind 


legea fundamentală a mecanicii pentru aj cs de masă dm, obţinem analog 
lui (15.25): 


Pentru p= 0,3, rezultă ele =/35 = 1,87. Această deosebire în vitezele 
de propagare a celor două tipuri de unde este folosită în seismolagie pentru 
determinarea poziţiei epicentrului cutremurelor. Întiîi soseşte unda longitu- 
dinală care apare ca o vibraţie (trepidaţic) a podelei (fig. 15.7), apoi după un 
anumit timp (cîteva zeci de secunde) sosește unda transversală care apare 
ca o vibraţie sau oscilație orizontală (legănare). 


Fig. 15.7 


Vileza sunetului în solide 


pE ô ap pop noy 
pi, e miy GE, p n (15.29) 
êP éx da Cui da 
de unde vileza undelor transv ersale : 
c= a “are <en (G< E), (15.30) 
x1 za =: 
x 04 E, cu 2 0,02 c, 
unde G este modulul de fortecare (sau lunecare). 
Əlx) Qix»sdy) x 
Fig. 15.6 
Raportul vitezelor în mediul elastic nemărginit este, 
G 2(1 — 
La | 1. (15.30) 
ce 1 — 2u 


Ea è Coc. Cp e, r 

ki Mi Poisson, m/s E a 

pea e e aa E | i | 
Alamă, 9,0 8,4—8,7. 0,35 3400. | 4 500 2 100 
Aluminiu 70 2,70 ` 0,34 . 5240 ` ô 400 3130 
Argint 77 10,5 0,37 2 800 3 700 1694 
Cupru 11,0 8,89 0,34 3 600 . 4 700 — 
Fier 21,0 7,86 0,28 5130 5 900 — 
Lomn 0,9—1,7 0,7—0,9 3 600— 4 000| 
Nichel 21,0 8,8 0,30 4 900 Ca - 
Oțel 20—22 7.8 0,28 5 100 6 000 — 
Platină 17,0 21,45 0,39 „2 800 3 960 — 
Sticlă (crown) 6.0 2,1—2,8 0,25 5 000 700 3 300 
Zine 8,0 71 0,23 3 800 4170 ti 

Valori extreme : Granit 6 000 

Cauciuc vulcanizat (0°C) 54 m/s. 


15.6. DENSITATEA ȘI PRESIUNEA FLUIDULUI 
ÎN UNDA SONORĂ 


15.6.1. VARIAŢIA DENSITĂȚII © 


Considerind un cilindru de fluid de secțiune S, in direcția de propagare 


a undei-plane, analog barei din fig. 15.5 (secţiunea nu'se schimbă, fie că flui- 


dul este închis într-un tub rigid; fie că este: un mediu nemărginit), putem 


calcula variaţia de densitate datcrită prezenței undei, astfel (po =- densitatea 
fluidului în absența undei, fig. 15.8) : 


G să ti “d, a 
dm. = pS dz ps|aa i ‘Š da) psae[i i y 


ðt SD 
n 2 2E aE O aE 
> A £S l x 28, 
P — Po e e Za fa (p — po) Era po 2 
“Bila ze 
a => : ii e (15.35) 
o 0 K 


unde am neglijat ultimul termen, deoarece în general deformațiile sînt foarte 
mici j [âx| 41 și deci] p — po. =] Ap] < po (Termenii de ordin superior 
sînt tratați în „acustica neliniară“, noi vom trata numai aproximaţia liniară.) 
Pentru unda plană progresivă (15.2), (15. 16): 
Ap aE v 


p Za e] | (15.38) 
0 


Variația relativă a densității unui fluid într-o undă progresivă este egală 
cu raportul dintre viteza particulelor și viteza undei. 


15.6.2. VARIAŢIA PRESIUNII 


Variația densităţii dă naştere la o variaţie a presiunii. Dacă în absenţa 
undei densitatea este pọ și presiunea corespunzătoare po, atunci în prezența 
undei : 


p— Po = Ap (E) e po) + me (Z2) Ae, (15.34) 
ôp dp Jo 


unde termenii superiori din dezvoltarea Taylor pot fi neglijați, deoarece 
Ap şi Ap sînt mici : | Ap] &'po | Ap] < po 

Deoarece oscilațiile sonore se efectuează foarte repede și conductivitatea 
termică a fluidelor este mică (faţă de cea a solidelor), căldura nu are timp să 
treacă-de la un elemânt al mediului la altul, deci trebuie presupus că prepa- 
garea sunetului este un proces abiabatic, adică în timpul propagării sunetului. 
nu se face,schimb de căldură. între diferitele porţiuni ale :mediului. Această 


ipoteză este confirmată de experienţă, de aceea în expresia (15.34) variaţia 
presiunii în raport cu densitatea, 2p/2p, trebuie calculată în condiţiile unui 
proces adiabalic : 


t) (20) 2 
A Ap (15.35) 
A Afla (e a PT Nap ha Te 


15.7. VITEZA UNDELOR ÎN FLUIDE 


Aplicînd legea fundamentală a mecanicii unui strat infinit de subţire 


2p 
de fluid, supus forţei rezultante dF = — E de S (lig. 15.8), avem: 


52 92 
dm È = aF s ŽE ae = s de (2E) pi 
dt A DE 


unde 9p/âx se obține derivind (15.35). Prin urmare, 


ZE -(2) BE (15.36) 
d dp Jaa 992 


de unde viteza sunetului în fluid: 
ie = l (15.37) 
de Joa ` 


Ap = ° Ap. (15.38) 


Atunci (15.35) dă 


Variajiite de presiune Ap = p — pa în unda sonoră sînt proporționale cu 
variațiile de densilale Ap = p — pu ale fluidului, constanta de proporționalitate 
c? fiind pătratul vitezei de propagare a undei. 

Reamintindu-ne de modulul de compresiune 


K y P m êp 2e T | je 2P. (15.39) 
av p ĉp ðV p ĉp 


2p (25) 
Kaa = —6V =pl Æ}, 
s i (a), i dp ad 


unde K,a este. modulul de compresiune adiabatică, putem scrie formula 
vitezei astfel : . 


n | Kaa (15.40) 
e 


Variația de presiune (15.35) se poate scrie acum astfel : 


a£ 3E i 
Ku ; 15.41 
dz ° d ( ) 


Variaţiile de presiune și de densitate ale fluidului sînt proporționale între 
ele şi sînt mazime acolo unde deforinația mediului este mazimă. 


Ap =p — po = Ap c?po 


Pentru unda plană progresivă neatenuată 
Ap = Ap = Kaa Z = pacv, (15.42) 
c 
adică variaţia de presiune Ap este proporțională cu viteza particulelor. 


Viteza sunetului in lichide . 


) e Kirot 
- Po [ra /s] (100 N/m] 
apă 0 1 407 | 2,04 
petrol 25 1225 ' 1,45 
mercur 20 1451 26,2 
alcool etilic 20 1 177 13 


15.8. VITEZA UNDELOR ÎN GAZE 


15.8.1. VITEZA SUNETULUI 


Iniţial, Newton a presupus că procesul de propagare a sunetului în gaze 
este un proces izoterm, care se produce la temperatura gazului. Atunci, folo- 
sind ecuația: Boyle-Mariotte a transformării izoterme, obţinem ușor modulul 
Kizot : i i 


av 


pV = const, În p+In V =In const, dp +— =0, 
i : p V 
dp p dp 
= > Kizot Vi] =p. 15.43 
oS j ym a ; S } 


Modulul de compresibilitate izotermä al gazelor este egal cu presiunea 
gazului . i 

Viteza sunetului ar fi atunci c =/ pp. „Experienţa însă infirmă categoric 
această formulă. Laplace a dat o explicație corectă, considerînd că procesul 
de propagare a sunetului este adiabalic şi nu izoterm. 

Folosind ecuaţia transformării adiabatice a lui Poisson 


PVY = const, y = C2[C, = coles, (15.44) 


unde y este exponentul adiabatic, egal cu raportul căldurilor molare sau spe- 
cifice la presiune şi volum constant (y > 1; pentru gaze biatomice y = 1,40), 
putem calcula modulul adiabatic Kaa : ` 


dp 4V 


In p-+yIn V =ln const, y =0, (15.45) 
P V 
dp p. 
> Kaa =YP = YKizov (15.46) 
(2), Y y ad =YP > Yiizot 


deci viteza sunetului în gaze ideale este (omitem indicele zero la po şi po în 
rezultatul final) : 


e= PE ta: (15.47) 
P p 
unde am folosit ecuația de stare a gazelor perfecte : 
m pu 
ps Rr alt, (15.48) 
P y e TR 


u — masa molară (kg/kmol), R = 8 314,3 J/kmol-K —— constanta gazelor 


perfecte, « = K-:! — coeficientul de dilatare izobară sau coeficientul 


1 
273,15 
termic al presiunii (izocor). 

Viteza sunelului în gaze crește deci cu temperatura și nu depinde de presiune. 
În aer, la 20°C, c = 340 m/s, iar în apă la 20°C, e = 1 480 mjs. 


Viteza sunetului în gaze (m/s, 0°C) 


aer (uscat) 331,46 NH, 415: 

Oe 26l e 333,64 
H, 1286 CH, 430 
0, 315 


15.8.2. VARIAŢIILE DE PRESIUNE. ȘI DE DENSITATE 


i: a 
Din (15.45) rezultă pentru variaţii mici Ei =— căci p = F) 
V e V 

Ap =y ag (15.49) 

Po Po 

și în particular pentru o undă progresivă : 
Die am (15.50) 

Po Po c 


15.8.3. VITEZA SUNETULUI ŞI VITEZA TERMICĂ 


Reamintindu-ne de viteza pălrutică medie (viteza termică) că: a moleculelor 
unui gaz: 


PENOSA EE (15.51) 
g 


putem scrie pentru viteza sunetului în gaze : 
' RTO y ; 
e EI = or < or, c> -È op =0,53 0r, | (15.52) 
p 3 J3 i 


0,58 up < € < 0,75 vp. 


Pentru gaze monoatomice y = 5/3, deci c = 0,75 vp ; pentru gaze biato- 
mice (aer) y = 7/5, deci c = 0,68 vy; pentru gaze poliatomice c se apropie 
de 0,6 vy. 


15.9. DENSITATEA DE ENERGIE A UNDEI 


Energia cinetică a particulelor care oscilează raportată la unitatea „de vo- 
2 
lum nedeformat (în absența undei) este w, „dn 5 -=+ pov”, : 
Li] cea 
Am calculat în capitolul 12 energia elastică de deformare pe unitatea de 


volum (nedeformat) :. 


Wp Bei (bară); w = zr On (fluid). 


Ținînd seama de expresia vitezei undei elastice c? = E/po (15. 27) sau c = 
= Kaalo (15.40), de expresia deformației e = —ole (15.16) şi a variaţiei 
de presiune Ap = pocv (15.42) în unda progresivă, energia elastică (poten- 
țială) de deformare pe unitatea de volum devine: 

1 1 1 1 


w Ee? = — pa? = We W Ap = po? = We 
p 2 : 3 Pe 2 Sa (AP) 3 Pe 


(15.53) 


deci coincide cu energia cinetică a unităţii de volum, Prin urmare, energia 
cinetică şi cea potenţială a undei plane progresive variază în concordanță 
de fază, spre deosebire de cazul oscilatorului armonic individual. Energia 
totală pe unitatea de volum va fi atunci : 


aw să 
=w = pop =— (Ap). (15.54) 
dv, Po ETA P) 


În cazul undei plane monocromatice : 


W= poA?0? sin? (ot — kz), <w) — pw? A’. (15.55) 


Densitatea de energie a undei esle proporționulă. cu pălrulul amplitudinii 
de oscilație a particulelor și cu pătratul frecvenței (şi cu densitatea mediului). 
Ca ordin de mărime, pentru sunetele obisnuite în aer: 


i ti h 
[wy Fi Polo w za, 


3 ES 


za Sim? da? 106 s7? = 2,5-10 3 —. 


15.10. FLUXUL DE ENERGIE, 
INTENSITATEA SUNETULUI 


Propagîndu-se, unda sonoră pune în mișcare oscilalorie noi și noi parti- 
cule; în faţa frontului de undă mediul 'este în repaus, în timp ce în spatele 
frontului de undă particulele me- - 
diului oscilează; prin urmare ` 
unag ia ded) e A Acest F dsa 
ranspor ranster) de energie 
nu fi însoțit de un ea i 
de substanţă, deoarece particu- 
lele mediului execută în timpul 
propagării undei numai oscilaţii 
în jurul poziţiilor lor de echilibru, .. „Fig, 159 


15.10.1, FLUXUL DE ENERGIE 


Să calculăm cantitatea de energie transportată de unda progresivă în- 
tr-un timp di printr-un element de suprafaţă dS, așezat perpendicular pe 
direcţia de propagare a undei, După trecerea timpului di vor fi excitate în 
faţa elementului d$, toate particulele cuprinse într-un cilindru cu baza dSy 
şi înălțimea cd! (fig, 15.9); prin urmare : 


aW = wdS, cdt= wa Scad. 


Fluxul de energie reprezintă energia cure trece prinlr-o suprafață oarecare 
dată în unitatea de timp (se măsoară în J/s = W). 
Fluxul de energie elementar prin suprafața elementară dS va fi deci 


de ui = wads —îa05 îm, i (15.56) 
7 bu i 


de unde densitatea fluxului de energie, adică Huxa dei energie prin unitatea 
de arie aşezată perpendicular pe direcţia de’ propagare : 


7 Ap > zi EA 
pia ARE ete Zapp be: esa au e NY. (5.57) 
dS Pot m*j 


15.10.2. INTENSITATEA SUNETULUI 


Valoarea medie a densității fluxului de energie se numeşte intensitatea su~ 
netului (sau a undei): 


SE P 2 _1 e a d î 
IEE Ci) = poe CU?) = pote <(Ap)) (Ap) (15.58) 
Pot Po? 


[I] =1 W/m? în SI, 


unde am introdus valorile efective : 


vai, (Aper V AS- (15.59) 
Vom numi presiune seworă valoarea efectivă a variației de presiune : 
p SHA = AP), Po = potter: (13:00) 
Atunci intensitatea sunetului : 
I = pocter ale = Posters (Ps == PoCVer). (15.61) 
Pot 


În cazul undei plane monocromalice ; 


2 


1 r 1 1 ) SA 
I => pot? A? aoe Poch hag = PoC bet = z— (AP)har = P. (15.62) 
2 2 2po¢ pot 

Intensitatea sunetului este proporlională cu pătratul valorii efective a vitezei 
de oscilație a particulelor sau cu pătratul presiunii sonore. 


Ca ordin de mărime pentru sunetele obişnuite : 


I = Cu ~ 25.105- -340 Z = 8,5-10 W/m?, 
m? s 


„4o 3 E 340 I .10- m2710 e 2 Nm. 


ie pla ae pa ae a 


15.11. ANALOGIA ACUSTICO-ELECTRICĂ 


Prin analogie cu mărimile caracteristice curentului alternativ, produsul 
pac = R, se numeşte rezistență (impelanță) acustică (în kg/m”. s = N-s/m5). 
Viteza particulelor v corespunde intensității momentane i a curentului, iar 
variaţia de presiune Ap corespunde tensiunii alternative u, Intensitatea 
sunetului Z corespunde puterii (medii) P a curentului alternativ. 

Pentru aer în condiții normale : 


Ri =p = 38 3345 = 428 N-s/m?, 
Ta 


Analogia acuslico-electrică 


Märimi acustice Mărimi electrice 
viteza v, [m/s] intensitatea curentului i, [AJ 
variaţia de presiune Ap, [N/m:) tensiunea u, [V] 
presiunea sonoră p, [N/m] tensiunea efectivă U, [V] 

zi ieă SI N'e 
rezistonța acustică Ra = pib, a rezistența R, [Q] 
Ap = ob => Ra? u = Ri 
Pa = Poe Veg = Re U=RI 
intensitatea sunetului 7, [W /m:] puterea P, [W] 


A i 
1 = poeme PE =p De P= RP= zZ = UI 


PoC 


15.12. UNDA SFERICĂ 


În cazul undelor sferice (în mediu lipsit de absorbţie) fluxul de energie 
prin orice suprafață sferică (de orice rază) cu centrul în sursă este constant, 
egal cu puterea sursei :- 

Ð = (densitatea Huxului)-(aria sferei). = const, 
de unde densitatea fluxului de energie trebuie să fie invers proporţională 
cu aria sferei deci cu pătratul distanţei pînă la sursă. Prin urmare, în cazul 
undei sonore ‘sferice; indensitatea sunetului, variază invers proporțional cu, pă 
tralul distanței pînă Ia. sursă. | i 

Cum densitatea fluxului de energie a undei monocromatice este propor- 
Vională cu pătratul a mplitudinii, rezultă că amplitudinea undei sferice mono- 
cromatice trebuie 'să fie invers proporţională cu distanța pînă la centrul un- 
delor sferice, "Rezultă că elongaţiile particulelor în unda sferică progresivă 
monocromatică sînt: 


Er; 0 =E costat — kr). ` (15.63) 
i LA A 


unde r este distanța pînă la sursa undelor sferice. 


15.13. UNDA DE Ş0C  . ie di 


Dacă un corp (glonț, avion 'supersonic, chiar o navă pe suprafaţa: apei) 
se deplasează într-un fluid-'cu viteză mai mare decît viteza undelor (sune- 
tului), atunci apare aşa-numita undă de şoc. . 


În adevăr, dacă la un moment dat corpul se află în punctul A (fig. 15.10), 
după trecerea timpului l, corpul se deplasează în punctul B cu AB = ph 
iar frontul undei emise în A va avea raza AC-= ci < vl: Frontul undei va 
avea forma unui con cu virful în corp şi semideschiderea «, dată de 


sinx -= €[v, ` = (15.64) 


SMA = Cf 


Fig. 15.10 


Virtul undei de șoc (virful conului) se deplasează cu viteza v a corpului, 
iar suprafața lalerală a conului sc deplasează pe direcția normală la gene 
toarea conul cp vileza o < r 


15. i INTEBFEREIC RA + i ; 


G. i tr ti rd 


Dacă i În mediu. există. mai ‘multe Surse de, oscilaţii; atunci în mediu se pro- 
pagă mai multe „Procese ondulatorii și. particulele, mediului sînt solicitate 
simultan Tâ nai multe mişcări oscilatorii, După cum arată experienţa, elon- 
gația rezultantă a particulei se compune vectorial din clohgați ile produse 
separal' şi independenl dë fiecare oscilație: Acesta este! princ ipiulsuprapunerii 
(superpoziţiei); undelor, adică-a. suprapunerii independente â' proceselor: ordu- 
latorii sau oscilatorii. Două unde; „tree una.prin cealaltă“ fără. a se.perlurba 
reciproc, Principiul, suprapunerii. este o consecință matematică å liniariiălii 
ecuaţiilor ‘diferențiale care descriu procesâle ondulatorii (suma maj, multor 
soluţii ale ecuaţiilor liniare este de asemenea o soluţie). Desigur, ecuaţiile 
diferențiale liniare reprezintă doar o primă „aproximare a proceselor din 
mediile reale. i ` 

Fenomenul suprapunerii undelor, cu întărirea sau slăbirea reciprocă a 
oscilaţiilor, sc numește interferența,: undelor. - er 

Interes deosebit îl prezintă cazul a două surse care oscilează cu aceeași 
frecventă și au diferența de fază a oscilaţiilor constantă ; astfel de surse se 
numesc coerente. În acest caz, tabloul de iuterľerență este staționar, ampli- 
tudinile oscilaţiilor în diferite puncte sint. constante în timp. 

Fie două surse coerente Sı, care oscilează în fază şi un punct P situat 
la distanţele ri,» de surse (fig. 15.11). Elongaţiile 1, produse de fiecare.undă 
şi presupuse pe aceeași direcție se adună, atunci, algebric :; 


(15.65) 


ati 

ve 
gg 
E 


a = A, cos(ol — kri) + As cos(ot — kry). 


Analog calculului de la § 14.3, amplitudinea rezultantă va fis 
A = ATA SA Aa cos RU i (05.66) 


Mărimea amplitudinii rezultante i a d 
= k(ra — 7.) sau de diferența de drum Ar = 


diferenţa de fază Ao = 
— ru a celor dovă oscilaţii 


H n ss di f 


ră : a Fig, 15.11, PRAI e fen 
care sè suprapun, Amplitudinea rezultantă este maximă cînd diferența de 
drum seste un multiplu + înticg de lungimi,ide undă sau un multiplu par 


de, semiunde,, (adică, de jumătăţi de lungime de undă):  ; 


A =A, + As rpm =2n a „n — întreg, (5.07) 


- minimă, "cînd direna de drum este un nii impar de semiunde : 


2. 


en + DE întreg. ie 05, 68) 


Dacă. amplitudinile. componens, sînt egale, minimele se, radie Ja, zero. 
Fenomenul de, interferență este fru mos ilustrat; de undele, de, suprafaţă 
care se formează pe âpă "la aruncarea simultană a doùă pictrie ele, la o anumită 


distanță între ele. 


15.15. UNDELE STAŢIONARE 


Un caz interesant de interferenţă este suprapunerea undei incidente cu 
unda reflectată pe aceeași direcție Oz. În general unda reflectată va fi defa- 
zată faţă de cea_incidentă cu un anumit unghi Ba dependent de. condiţiile 
fizice ale reflexiei, şi va avea amplitudinea mai mică, deoarece o parte din 
unda incidentă este transmisă mai departe în 'mediul al doilea. Considerînd 
pentru simplificare amy liludini egale, elongaţia rezultantă va fi: ` 


Elx, D = A ccs (ot — kr) + A cos (ot + kz +p = 


= 2A cos (e x -H = $ cool ol + A 


sau cu ajutorul reprezentării complexe : 


Efe, D = qettet-a j Aetos) — A ellot+Bfe) (p-iiz+a/) 


+ iTe) = 2A cos la SE 
2 
sau elongația reală : 
Elx, D =2A cos] kze +E “cos| ol Ê = A' cos| ol £ A 5 

3 + A 4 + FI (15.69) 
Se obţine astfel o undă staționară (tig. 15:12). Pentru unda staționară este 
caracteristică separarea fazei ot—ka de la unda progresivă într-un factor 
sinusoidal spaţial și unul sinusoidal temporal. Fiecare particulă oscilează 
armonic, sinusoidal, conform factorului temporal cos(o/+ 8/2), dar cu 
amplitudinea A’ variabilă de la punct la punct, conform factorului spaţial 
A' =2A cos(kz -+ B/2), spre deosebire de unda progresivă (plană neatenuată) 
în care particulele oscilează cu aceeaşi amplitudine, 


În punctele pentru care cos kx +- £) = +1 amhlitudinea este maximă, 


egală cu 2A (ventre sau umtlături). În punctele pentru care cos (r + 8 ) =0 
2 
amplitudinea este nulă, particulele de acolo sînt permanent în repaus (noduri). 
Distanţa dintre două ventre sau două noduri succesive este dată de 
condiţia : 
Ag =RAz =r, Ar =. i (15.70) 


În fig. 15.12 sînt reprezentate elongaţiile particulelor în. cinci momente 
succesive, la un interval 7/8; în momentul 3 din figură toate particulele 
trec simultan prin poziţiile lor de echilibru. 

Particulele situate între două noduri vecine (succesive) oscilează toate 
în fază : toate se depărtează sau se apropie de poziţiile lor 'de echilibru, trec 
simultan prin poziţiile de echilibru şi simultan îşi ating elongaţiile maxime 


2/2 


că 


Tig. 15.12 


(amplitudinile). La traversarea unui nca Faza escilaţiilor se schimbă cu ~ 
(amplitudinea schimbă semnul), spre decsebire de unda progresivă în care 
faza variază în mcd continuu de la prnel la punct, 

Pentru deformația relativă în unda staţionară avem : 


pri 


(sau y) == = —2kA sin (kz + ß{2) cos (ot + 8/2), (15.71) 
z 


adică amplitudinea deformaļiei este maximă în noduri şi nulă în venire. 

De exemplu, în unda staţionară longitudinală comprimările și varelicrile 
au amplitudinea maximă în noduri. Anume, de o parte și alta a unui nod 
particulele se mişcă în sensuri opuse, pe cînd într-un ventru particulele se 
mişcă în același sens. 

Variația densității şi presiunii înlr-un fluid într-o undă staționară lon- 
gitudinală are amplitudine maximă lol în noduri : 


Ap =— da = 2 KAgo sin (ke -+ 6/2) cos (at + 6/2), Ap=c“Ap. (15.72) 
x 


Pe suprafaţa pe care se produce reflexia se formează un nod, dacă mce- 
diul pe care se reflectă unda este mai dens decit mediul în care se propagă. 
unda. În acest caz, unda îşi schimbă prin reflexie faza cu fi = m, astfel încît 
elongaţia își schimbă semnul și prin compunere cu clongaţia incidentă rezultă 
un nod, altfel spus, unda pierde prin reflexie o jumătate de lungime de undă 
1/2 (corespunzător defazării cu f =: 7). 

În cazul reflexiei pe un mediu mai puţin dens, faza undei nu se schimbă 
prin reflexie, astfel încît elongatiile se adună şi se cbţine un ventru pe 
suprafaţa de separație. - i 

Dacă unda reflectată are amplitudine mai mică decît: unda incidentă, 
A, < A, rezultă o suprapunere de undă progresivă și undă staționară, în 
ventre amplitudinea este maximă A -H A, iar în „noduri“ este minimă 
A — Ap. 


15.16. PRINCIPIUL LUI HUYGENS. 
DIFRACȚIA UNDELOR 


Dacă în drumul undei se află un obstacol de dimensiuni comparabile cu 
lungimea de undă sau un paravan cu un orificiu (sau fantă), se observă 
fenomenul de ocolire a obstacolului de către undă sau de curbare «i razelor (care 
sînt perpendiculare pe fontul de undă) (fig. 15.13). Acesta este fenomenul 
de difracție a undelor, câre împreună cu interferența, reprezintă două feno- 
mene tipic ondulatorii, Ă 

Constructia frontului de undă și a razelor se poate face cu ajutorul prin- 
cipiului lui Huygens (1690) : 

Fiecare punct al mediului la care a ajuns frontul de undă conslituic:o. nouă 
sursă de oscilații care se propagă înainte. Înfășurătoarea luturor acestor suprafețe 
de undă elementare dă noul front de undă. 

Două orificii mici (sau fante înguste) într-un ecran, atinse de frontul 
de undă, constituie două surse coerente de oscilaţii, astfel încît în spatele 
ecranului se obţine un tablou de difracție şi interferență (Thomas Young, 
1802). i 


Undele sonore (cu frecvențele v=20 + 20 000 Hz) au în'aer (c =340 mjs) 
lungimile de undă A ~ 2 cm + 20 m, de aceea pentru undele sonore fenomenul 
de difracție se observă foarte uşor pentru obstacole obişnuite : ferestre des- 
chise, vehicule etc. ; 


` di A 
paa he ES 
| e te Pr 


„Fig, 1543 > 


Astfel, stînd în cameră, chiar la un etaj superior, auzim uşor sunetele 
de pe stradă, care pătrund prin fereastra deschisă. La fel auzim vofhirga unui 
om aflat în spatele unui autobuz sau unui gard înalt, sua 


Prel {s 


15.17. REFLEXIA ȘI REFRACȚIA UNDELOR | 


Unda incidentă pe suprafața de separație a două medii suferă parţial 
o reflexie. și parțial + o „refracție, 


19.17.1. REFLEXIA UNDELOR 


Fie o undă plană cu suprafaţa de undă AB, care ajunge la suprafaţa:'de, 
separație (tig; 15. 14). Unda care se propagă. din punctul B ajunge după'un 
anumit timp.t în B', pareurgîndidistanța et = B B = "A B^ sin au. În același 
timp unda reflectată din punctul A ajunge în A’, parcurgind' o` distanţă 
egală: cut = AA' = AB' sino, de unde rezultă ai = aa. 

Unghiul de reflexie este egal cu unghiul de incidență. 

":.Veetorii de undă, incident k. și reflectat În sînt'egali în modul : 


27 [2] 


k = 


ki Pa AD, bn i 105,79) 
Ai Çin tre i A , i 


iår proiecţiile, lor pe planul de separație sint ég zale : 


kisin d, = K sin zp (ki = ki, au =). (15:74) 


E 

Introducînd versorul normalei n la suprafaţa de separație, putem serie vec- 

torial : 

u Xxn =k Xn, (15.75) 

> <, 

ceea ce înglobează și proprietatea că raza incidentă k, și cea reflectată ki sînt 
ini CĂ 

în același plan cu normala n. 


15,17.2. REFRACȚIA UNDELOR 


În timp ce unda din B ajunge în B' unda refracială din punctul A se pro- 
pagă în același timp în celălalt mediu în A”, parcurgînd distanţa cal = AA” = 
= AB" 'sin a, de unde rezultă: legea refracției : 


sin 4 c sin a, sin g sin a S 
£ La t CI const, (15.76) 


Sin &a Ca C ~ Ca c 


Din legea refracției rezullă egalitâtea ccmponentelor fangențiale (la 
suprafața de separație) ale vectorilor de undă: 


ku Sing = ka Sin oa = ksing = const (15.77) 
astfel încît ambele legi a reflexiei și a vetracjiei se pot serie sub formă 
vectorială : 

-> -> = -> e câ, ele d ce 
kxn =k Xn =k xn, k Xn = const, (15.78) 
A = ole Lk ta = oles), l i 
unde în este versorul normalei la suprafaţa de separație. 


Fig. 15.14 5 


Dacă ca <e, din (15.76) rezultă a <a, adică raza deviază loldeauna 
spre regiunea de viteză de propagare mai mică. 

De exemplu, în gaze. viteza sunetului crește cu temperatura. Vara, la 
amiază, pămîntul este înfierbîntat și temperatura aerului scade cu înălțimea, 
atunci razele sonore deviază în sus și audibilitatea este scăzută. Seara, pă- 
mintul se răceşte şi apare o creștere a temperaturii aerului de la sol în sus, 
razele sonore deviază în jos şi audibilitatea este mai-bună. 


15.17.3. REFLEXIA TOTALĂ 


Dacă unda vine dintr-un mediu cu viteza c, mai mică decit viteza c, 
din celălalt mediu, se poate produce pe suprafața de separație reflexia totală: 
raza retractată dispare, Pentru aceasta unghiul de incidenţă æ, trebuie să fie 
mai mare decît unghiul limită dat de condiţia: 


"da = T2, SIN m, = 6ft < L a (15.79) 


În realitate, chiar în cazul reflexiei totale, unda pătrunde și dincolo de 
suprafaţa de separație, în mediul 2, dar este rapid atenuată. Dacă însă mediul 
2 este foarte îngust, urmat din nou de mediul 1, atunci o parte din undă se va 
propaga în mediul 2 („etect. tunel“), i 


:15.17.4. PRINCIPIUL LUI FERMAT 


Legile reflexiei şi refracției se pot obține din condiția ca timpul de pro- 
pagare a undei de-a lungul razei reale să fie minim (principiul lui Fermat). 
În adevăr, pentru reflexie avem construcţia simplă din fig. 15.15; iar pentru 
refracție, din fig. 15.16 rezultă condiţia pentru timpul de propagare : 

d, de 


` F = min şi d, tg, + d, tg «s =d. 
C, COS &, Cg COS Qg 


t 


a 


R 


Tig. 15.15 


Diferențiind ecuaţiile : 
d Sin a d 


d, sin a d 
2 = £ da, + z da, =0; = da, + z 
C1 COS? da Ca COS? Xo COS? a, COS? Qs 


dæ, = 0, 


trecînd al doilea termen în dreapta și împărțind ecuaţiile obţinute membru 
la membru, obţinem legea refracției (15.76). 

 Consideraţiile de mai sus stau la baza unor principii foarte generale şi 
importante în fizică : principiile variaţionale (al minimei acliuni) Lagrange, 
Hamilton. 


15.18. EFECTUL DOPPLER 


Efectul Doppler constă în variaţia frecvenței înregistrate de un receptor R 
atunci cînd sursa S sau receptorul R se apropie sau se depărtează unul faţă 
de celălalt. Nu intervin în acest efect decît componentele longitudinale ale 
vitezelor pe direcţia sursă-receptor şi nu cele transversale pe această direcţie. 

Fenomenul se explică prin faptul că unda care se propagă în mediu apare 
extinsă sau comprimată după cum se mișcă sursa sau receptorul faţă de mediu. 
De exemplu, dacă receptorul se deplasează în întimpinarea undei, el va înre- 
gistra o frecvenţă mai mare, iar dacă se îndepărtează — o frecvenţă mai mică. 
Astfel, o barcă ce vine în întimpinarea valurilor sau fuge din fața valurilor, 
va fi lovită de valuri cu o frecvenţă mărită, respectiv micșorată, față de cazul 
cînd ar sta pe loc sau s-ar deplasa paralel cu valurile. 

Vitezele se consideră prin convenţie pozitive atunci cînd sursa sau recep- 
torul se apropie între ele. i 

. Dacă primul -maxim al elongaţiei, emis de sursă în poziţia S, fig. 15.17, 
ajunge la receptor în poziţia R după timpul h = SRc, atunci al doilea maxim 
va fi emis de sursă după timpul T =1/v în poziţia S’, cu SS' =v,T, şi va 
ajunge la receptor în poziţia R', după timpul ta = S'R'Jc sau la momentul 
T -+ t socotit dela emiterea primului maxim. Dar diferenţa de timp (T -F ta) — 
— i, dintre sosirile celor două maxime succesive ale elongaţiei, înregistrate 
de receptor, este tocmai perioada înregistrată T” = 1]v, deci T + ta — h = T 
şi RR' =v,T". Din figură rezultă: 

DT +v, T’ = celh — t) = 6T — T’), | 
T a TEDE sau pay 00, (15.80) 
cv, C— Us 


Fig, 15.17 


Aceasta este formula efectului Doppler. 

Dacă sursa sau receptorul se apropie unul de celălalt (v, > O sau v, > 0) 
frecvenţa înregistrată v’ va îi mai Înaltă decit frecvenţa v în cazul repausului. 
Dacă sursa sau receptorul se depărtează unul de celălalt (v, < 0 sau v, < 0) 
frecvența înregistrată va fi mai coborită. Efectul nu este simetric față de 


vitezele sursei şi receptorului, fiindcă depinde separat si in mod diferit: :deviteza 
sursei față de mediu și de viteza receptorului față de mediu şi nu de viteza 
relativă a unuia. fată de celălalt. Pentru viteze mici faţă de viteza „sunetului, 
efectul depinde, în primă aproximaţie, de viteza relativă : ` E 


mat ne aalit toloy ca 0888) 


Este, uşor, de observat efectul; de exemplu, la trecbtea unui tren răpid 
printi io gără dacă tenul fluieră, său ia trecerea: prin fata, ioastră a unei 
maşihi sau motociclete care claxoncază. Variația relativă "de fieevânţă, va fi 
în acest caz i 


2cu, 
e alee (15.82) 


e ci 


Există un, efect analog. și în cazul undelor electromagnetice (Doppler— 
Fizeau), dar este simetr cele două viteze (depinde de viteza relativă sui, 
receptor). De asemenea, există la undele eleciromagnetice și un celer, Doppler 
transversal (mult mai, slab). i 


1849. Dus pesta. VITEZA DE GRUP, © 05o SS 


: Dacă vileza de E « undei: {Witeza. de fază) “depinde de lungimea de 
undă sau de frecventă, c = ce(y), se observă fenomenul, de dispersie : undele;de 
diferite ;frecvenţe (sau, lungimi: de undă): se. propagă cu.viteze diferite.: 

O undă sinusoidală, infinită în spaţiu şi timp, cu amplitudine constantă); 
nu poartă nici o: informaţie... Numai semnalele, mărginite în 'spaţiu şi timp, 
formate dintr- un grup: (pachei):de unde'cw frecvențe w apropiate între „éle şi 


vectori de undă k, apropiaţi: între ei, poartă o anumită informáție (de templu E 
o ‘sinusoidă “întreruptă într-un, anumit ntm Datorită : intërferentei undelor 
componente, semnalul: osie mă 
rezultante,’ deci: și 

propaga tu:o viteză, "numită ai de: riip vi dik zu ‘fi 
undelor componente, 


15.19.1. CAZUL A DOUĂ UNDE 


Să considerăm la la i dia pentru sirăpliticare două unde de frecvenţe 
ce Și numercie de undă k, care se propagă în sensul axei Oz. Maximul 
amplitudinii rezultante se va găsi la momentul. î, în punctul z, în care fazele 
coincid (sau diferă ! prin: Énna): S e 

i 


e lo Kito Pa coste - "koto" 


sau 


Ap = pa — Pi = (Oem Olor Ata 


ti momentul: o t A di punctul; E maxi 
deplas 


Ținînd scama de prima. condiție, rezultă 
lo: — o1) de — (ka — k) de =0 


de unde viteza de grup 


x : a de  o—u. Av , ; (15.83) 
d Ka — k, Ak 


Fie acum 'un grip de E cu: usii într-un întervă ai mic Ac și vec- 
torii de undă k într-un interval tridimensional mic Asi? Maximul amplitu- 
dipii, sau al. di ităţii de ensrgie (pentrul grupului) se va găsi la momentul h 
în ‘punctul i unde fazele e = 0t— kr. ale: oscilaţiilor componente coincid 
(sau diferă prin mărimi mici de ordin superior), astfel încît interferența lor 
este constructivă şi nu destructivă. Aceasta înseamnă că în punctul de maximă 
amplitudine (centrul, de energie) al grupului (pachetului) de unde trebuie să 
avem îi 


do — i ak = 0.7 ! 


A > 

În momentul următor f + dé, centrul grupului se va găsi deplasat în ro + 
iapa ăia Fit 

-v dr, (dr = v, dl), unde de asemenea fazele coincid: 


Lee a "Fan do — Co + d) dk =0. 
gari tab ai j 
Prin „Urmare, , avem. condiţi 


Scriind dezv oltat 


a lo > > 
do =22 dh, + 22. dk, 22 dk, =S dk = gradpo-dk, 
Oz Oy Cha êk í 
rezultă imediat viteza de grup : i 
Tata = grado. ° 0589 
| ek int i 


5 4 


Această este viteza de grup cit care së ‘deplasează ci ice de energie Sau mazimul 
amplitudini: grupului: :de unde: R aim sa ia ian E i 

Dacă. frecvența o depinde numai de LEI S'E (med tot) atunci 
viteza de grup “arc valoarea i E 


'(15.85) 


spre: deosebire de viteza de fază c:=o|k: 


Sub altă formă avem (formula lui 
Rayleigh) : 
do _ d(ck) „e dle) 
dk dk dA 


Vg 


g ~ de _ 
1 oa 15.86 
D ( ) 


Dacă viteza de fază c nu depinde 


pl 
à PIN de lungimea de undă à, adică în ab- 
senţa dispersiei, viteza de grup V, co- 

Fig. 15.18 ta diep : eu ct 


incide cu viteza de fază c; forma gru- 
pului de unde nu se schimbă în timpul propagării, pachetul de unde sau sem- 
nalul nu se deformează. Altfel, în cazul dispersiei, forma semnalului se schim- 
bă, datorilă vitezei diferite de propagare a undelor componente. . 


15.19.3. INTERPRETAREA GEOMETRICĂ 


Se poate da o construcţie grafică pentru viteza de grup (fig. 15.18) : 
OB = AC — DC =c— BDtgau eat =bg. 


Se vede și din construcţia grafică, fig. 15.18, că intervalul de lungimi de 
undă (sau de frecvențe) ale grupului de unde trebuie să fie suficient de 
mic, pentru ca viteza de grup să fie bine definită. 

În cazul dispersiei normale, cînd undele mai lungi se propagă mai re- 
pede decit cele scurte (cazul din figură), dispersia de/dA > 0 și vy <c. 

În cazul undelor sonore, viteza de fază practic nu depinde de frec- 
vență de aceea dispersia sunetelor este neglijabilă. i 


15.20. UNDELE DE SUPRAFAȚĂ 


La suprafaţa apei (lichidelor) iau naştere binecunoscutele unde de supra- 
față. Experiența arată că la amplitudini nu prea mari traiectoriile particulelor 
de lichid sînt circulare, Particulele de la suprafață descriu cercuri cu razele cele 
mai mari, iar cele din profunzime descriu cercuri cu raze din ce în ce mai mici, 
De aici rezultă imediat, prin construcţie grafică, forma undei de suprafaţă 
(fig. 15.19), care nu este sinusoidală : vîrturile (dealurile) sînt mult mai ascuţite 
decit adineiturile (văile). Amplitudinea undei este egală cu raza cercului de- 
scris de particulele de lichid. i i i 

a) Se poate arăta că pentru undele foarle lungi (de exemplu, mareele), cînd 
a > h, (à~ 100 km), unde h este adincimea apei, avem 


c= gh > (15.87) 


ba 
Li 
i 
1 
j 
l 
i 
1 
Fig. 15.19 
Pentru undele de suprafață obișnuite (A < h): 
t= Da ang „o — tensiunea superficială, (15.88) 
27 ph 


unde primul termen reprezintă contribuţia forţelor gravitaționale, iar al doilea 
contributia tensiunii superficiale în restabilirea suprafeței orizontale de echi- 


libru a lichidului, Sie) DANN 
b) Pentru undele marine obişnuite predomină primul termen, contribuția 


forțelor capilare fiind neglijabilă : 
D poe 15.89) 
£ -V 2n Vă ( 


je exemplu, pentru T = 10 s, c =56 km/h, A = 156 m. Za , 
i c) Dimpotrivă, pentru undele cu à < h, (AS! cm), predomină al doilea 
termen : undele capilare („încrețiturile“ la suprafața apei) : 


Ta | lu (15.90) 
ph 


Viteza (15.88) are un minim cînd cele două viteze (15.89) şi (15.90) sînt 
egale între ele: 


A Zs 
O. [să 
Cin =y £2 pentru An = 27 Ez (15.91) 
Pentru apă (fig. 15.20): Si i 
i Cai = 0,23 m/s pentru Am = 1,70 cm. (15.92) 


Undele de suprafaţă manifestă net fenomenul de dispersie: 

c = (A) (15.88), caracterizat de dispersia ded. TE a 

Pentru undele marine (15.89): va = el (dispersia normală), iar pentru 
undele capilare (15.90): vg = 3c]2 (dispersia anomală). - - . 


"1521. ABSORBȚIA UNDELOR 


În..:procesul. propagării. undelor are loc totdeauna o transtormiaie iie 
versibilă (disipare) a energiei sonore, adică a energiei mecanice aae aţii sri 
ordonate ale particulelor, în energia internă a mediului (căldură). Din aceas i 
cauză;se produce absorbția sunetului, adică intensitatea undei scade trepta 


339 


ln 
03 i 
Unde Unde - 
capilare marine 
4 5 6 7 A, cm 
Ea MNAR a aa AIE 

Dispersie 
normală 


Fig. 15.20 


pe măsura propagării ei. Pe o porțiune infinitezimală dz, (fig. 15.21) amplitu: 
dinea undei A scade cu o cantitate infinitezimală proporţională cu porțiunea 
de mediu parcursă dx şi cu amplitudinea A 
saw altfel spus, scăderea relativă a amplitudini 
—dA/A este „proporţională cu grosimea. dx a 
stratului străbătut.: i i 


dA = —xA dz, (dA. = —x dz, 
A 


(15.93) 
unde `x este constanta 'de ajenuare: a amplitudi- 
nii, [x] =L = mi! Prin integrate rezultă 


A 


Ape. 0 (15,94) 


unde A, este amplitudinea la v =0 şi z este distanța străbătută de undă. 
Prin urmare, amplitudinea scade exponențial cu distanța parcursă. 

Pe o distanță 5 —1/x, numită lungime de alenuare, amplitudinea scade 
de e = 2,718 ori. 

Intensitatea undei fiind proporțională cu amplitudinea la pătrat, se va 
atenua după legea : 

1 = le, (15.95) 
unde 2x este coeficientul de absorbție sonoră al mediului. În fluide acest coefi- 
cient depinde de viscozitate (frecare internă) şi de conductivitatea termică, de 
asemenea de frecvența sunetului și densitatea mediului, De exemplu, la lichide 
x~ yê, iar la solide x ~ v. 

Ecuația undei plane monocromatice, într-un mediu absorbant devine 
acum ; 
Elx, 1) = Ave? cos (ot — ka). ' (1D. 98) 


În cazul propagării unui grup de unde (semnal), forma sa la sosire poate 
diferi de original, din cauza atenuării diferite a undelor componente. 


Constantele de'atenuare y în 107? mt 


„Frecvența, v, kHz 1 2 4 6 8 „10 


aer, 2020 > o3 | 10 | 38 | sa |145 | 22 


Pentru frecvenţe mari, y ~ 10 MHz, avem pentru apă la 20°C: x = 
= 25-1075., Pentru via 10 MHz avem pentru oțel x =5 m”! și pentru 
stiel 


ă m == 2 ml 


PROBLEME 
15.1. Ecuația unei unde sonore în aer este 
Eta, t) = 1075 cos 27340 1 — 2). 


Să se calculeze ! a) frecvenţa, lungimea de undă şi viteza de propagare a sunetului ; b) Ampli- 
tudinea variației relative a densității aerului și a presiunii în unda sonoră; e) Intensitatea 
sunetului, ştiind densitatea. aerului; p.= 1,3 kg/m’. i i $ eej 


R. a) v = 340 Hz, A = 1,00 m, c = 340 mjs; 


b) (2) BA 6,31075, (2) =r[22) 88.102; 
Pa Jm e Po În Po Jm 


< I= Z arora = 010 Wim, 


15.2. O undi sonoră cu lungimea de undă A = 44,3 cm se propagă în acr aflat în con- 
diții normale (p = 1,29 kg/a, e= 334m/s). Amplitudinea de vibraţie a particuleler 
A = 1,00-+1075 m. Să so calculeze: a) variația efectivă a densităţii aerului; b) presiunea 
sonoră + e) intensitatea sunetului, 


kg, 


D) pa = A APer = 14 Nm ; 


A 
R. a) (Ap) = Vin — pa = 13105 Œ; 
A ma 


c) I= pl Ra = 0,33 Wm? 


‘Fig. 15.22 


15.3. Un avion cu reacţie zboară cu viteza constantă v= 500 m/s la altitudinea 4 = 
= 6,8 km. Care este forma frontului undai do șoz produsă de avion ? La ce- distanță de o 
sari află avionul în momentul cind g2amurile casei încep să vibreze? Viteza sunetului 
c= mjs. iie 

R. Con cu semideschiderea g, sin « = cjo (fig. 15.22), 


d = hole = 10 km. 


153.4. Să se calculeze indicele de refracție a sunetului la suprafaţa de separație acr-sticlă, 
cunoscind densitatea sticlei p = 2 600 kg/m*, modulul de elasticitate E = 7:10: N/m? şi viteza 
sunetului în aer c = 310 m/s. 


E. n=e e = 0.065. 


15,5, Știind viteza e, a sunetului în aer la 0°C, să se calculeze timpul de propagare a sune- 
tului în aer de la sol pînă la o înălțime h, dacă temperatura variază liniar pe această distanţă 
de la T, la T, după legea T = a — by’. 


h T 
R. = To. are sa 1-4 i 
t ch TiTa Ta 


15.6. Să se calculeze densitatea de energie cinetică, potenţială şi totală medie într-o undă- 
staționară E(x, î). = A cos (kæ -+ pB) cos (ot + a). 


R. W, = 


1 P 
w => poe A? sin? (kr4-f) cos? (otta), <w> =% p A? = const, > 


15.7. Un observator fix ascultă sunetele emise de dovă diapazoane identice de frecvență 
v = 1000 Hz, dintre care unul se depărtează, iar celălalt se apropie de observator cu aceeași 
viteză. Observatorul aude bătăi de frecvenţă v, = 10 Hz. Care este viteza diapazoanelor. ducă 
viteza sunetului este c = 340 m/s? 


R. Ro z c vol? = 1,7 mjs. 


15.8. O sursă de frecvenţă v = 1,00 kHz se mişcă pe normala la un perete, cu viteza v = 
= 3,4 m/s. Viteza sunetului în aer e = 340 m/s, Un receptor este așezat pe aceeaşi normală 
la perete: a) între sursă și perete S—R—P ; b) in exterior R—S-—P : c€) fixat solidar pe sursă, 
Să se calculeze frecvența bătăilor înregistrate de receptor. 


R. a) 0: v =v x 2y = 20 Hz; ¢) w= y w 2v Z = 90 Hz, 
a = 


2 c [= =) e 


15.9. Pe normala la un perete se află o sursă sonoră de frecvență v = 1,00 kHz şi un re- 
ceptor. Dacă peretele se depărtează cu viteza. v = 1,0 mis ce frecvenţă a bătăilor înregistrează 
receptorul ? (Viteza sunetului e = 340 m/s.) 


2O g y= 5,9 Hz 


c+yv e 
15.10. Pe v axă se află o sursă de sunete de [recvenţă v= 1,00 kHz care oscilează de-a 


R. Ve = 2y 


d 
Jungul axei cu frecvența unghiulară e = și amplitudinea A = 10 cm, Ce interval de 


s 
frecvențe aude un observator. fix situat pe axă ? (Viteza sunetului c-= 340 m/s.) 


no avay A p 204 2 20 Hz, 
1 = (04 e 


15.11 Un tub OA se rotește într-un plan vertical în jurul unel axe orizontale prin O, cu 
viteza unghiulară Q = const, În tub se află o bilă grea fixată printr-un resort de capătul 0. 
La t= O tubul este orizontal, bila în repaus și resortul neintins de lungime tp. Să se afle legea 
de mişcare a bilei faţă de tub şi frecvența de rezonanță, știind frecvența oscilaţiilor libere œ ale 
bilei pe resort pentru tubul orizontal fix (se neglijează tvecările). 


R. = 


2 — — ak 


To A —a, 7 í Q o ya 
mT (0t — 02 cos Vo — G t) + RETN, (sin Qt ua o A Vo.) 


1 
pentru Q < 0; x= tyt LE + rol g sin ol, 
o 2 w? 


pentru Q = 0; Ore = o2. 


- CAPITOLUI, 16 


A 


SISTEME ACUSTICE E 


s. Sistemele. acustice, sint. sisleme oscilante, care generează unde sonore, 
precum coarde, membrane, plăci, vibrante, tuburi.sonore, sau, receptoare de 
sunete, Urechea omenească este un receptor excepiional, el analizează sunetul 
ca un aparat spectral; descompunîndu-l: fi spectrul oscilaţiilor armonice 
simple (spre deosebire de ochiul omenesc). - 


ȘI "0 16, COARDA VIBRANTA ` 


ru de Fa 


+ 16.11. VITEZA UNDELOR TRANSVERSALE 


Să studiem vibraţiile transversale ale unei coarde întinse de o forţă F. 
Vom presupune că osciiațiile tuturor punctelor coardei se produc într-un 
același plan fix, pe care îl alegem plan Oză (fig..16.1). Presupunem coarda 
elastică, omogenă și absolut flexibilă, adică tensiunea: este tangentă la 
coardă (fără forţe transversale), adică este valabilă legea Hooke. Negiijăm 
forţele de frecare cu mediul exterior şi neglijăm greutatea proprie a coardei. 

Considerăm numai oscilațiile mici, astfel încît coarda deviază foarte 
puțin de la linia dreaptă Oz. Atunci unghiul « dintre tangenta la coardă şi 
axa Oz va îi mic: i 


Za, t) =tga a, sina a a, cosa 4 |. (6.1) 
da 


Să considerăm un segment infinitezimal (elementar) ds de coardă de masă dm. 
Deoarece punctele coardei se mișcă transversal, nu avem acceleraţie și forţă 
în direcția Ox (în cadrul aproximaţiilor făcute), de aceea : 


F'cosu' — Feosa =0, cosg w 1, cosaz lg F, (16.2) 


adică în primă aproximaţie tensiunea este acceaşi de-a lungul coardei (inde- 
pendentă de v). La fel, lungimea arcului ds coincide în primă aproximație cu 


dz, deoarece dz = ds cosa œ ds, deci și densitatea rămîne aceeași. în p 


aproximaţie, | l 
Pe direcția transversală forța rezultantă asupra clementului dm este 


A: 
R 


2 + 
Fising! — F sinx F(a — 4) a | End de, 0) Foii o] 


P 2 
= Fie + de, 
dz 


să - y 2 
EQ, D dr: = E E 


“E. 
Pe 
or” 


Fig. 16.1 


şi conform ecuației fundamentale a dinamicii 


2% DEE og IE sa ea : 
Pda = — =p S da, sie 
Po dz = dm T i 


de unde rezultă ecuația diferențială a vibrațiilor transversale ale coardei 
libere, ecuaţia binecunoscută a undelor: 


1o% i (16.4) 


l e e Je, Z E, £ |: RA 255) i 40.4) 
es Ip aS 


unde c este deci viteza undelor transversale în coardă (pı = 0S — densitatea 
liniară a, coardei). Expresia ei este analoagă vitezei undelor elastice intrun 
solid (c, =J Elp, ce = Jăle) sau într-un fuid (e = y Role)» în par teular 
în gaz (c = WATIN rolul modulului elastic îl-joacă-acum. tenişiunea elastica, o 


din coardă. 


16.1.2. FRECVENȚELE PROPRII A 


Ecuația undelor (16.4) admite ca soluții atit unde progresivo, cit și unde 
staționare: 07. 0 Y i n i A ai 


zi Ela A cos(ke E Byadeteat Eeit tutun (16,0) 


În adevăr, derivatele parţiale sînt 


gE z ro E A o 
=— 0%, = — k’Ẹ, dare =—, 16.7 
at i er? i k (16.7) 


şi ele verifică ecuația undelor (16.4). Constantele A, æ și B se determină din 
condiţiile iniţiale și la margine (pe frontieră). i 
De exemplu, pentru o coardă fixată la capătul z =0 trebuie să avem 
acolo permanent &(0, î) = 0, adică un nod, de aceea 
Elx, BD = A sin ke-cos ol (16.8) 
Prin alegerea factorului spațial sin kr, condiția pentru capătul 2 =0 este 
automat verificată. 
Dacă și celălalt capăt a =l este fixat (nod şi la acest capăt), atunci : 


¿(l 1) =0, sinkl =0, Han, l nÈ, neN, 


Gia > 
W =n ga NY VW (16.9) 


Lungimea corzii cuprinde un număr întreg de jumătăţi de lungime de undă (de 
semiunde). 


Frecvenţele v, se numesc frecventele proprii ale corzii. Frecvența v, = 


c , i ; i ; 
Fi este frecvența fundamentală (prima armonică) ; Irecvențele vp, 


n > 1, sînt frecvențele armonicilor superioare, egale cu un multiplu întreg 
al frecvenţei fundamentale (fig. 16.2), 


Fig. 16.2 


Undele staţionare sint în realitate totdeauna amortizate din tauza frecări- 
lor cu mediul exterior. 

O vibraţie arbitrară a corzii reprezintă o suprapunere a vibraţiilor proprii, 
cu anumite amplitudini și faze iniţiale. i 


16.2. TUBURILE SONORE 


Analog coardei vibrante, și în cazul tuburilor sonore avem un șir infinit 
de vibrajii proprii, Frecvenţele proprii se obţin din condițiile la margine. La 
tuburile sonore obișnuite excitarea undei'istaţionare în coloana de aer se 


face la un capăt al tubului cu ajutorul unei lame pusă în vibraţie prin suflarea 
aerului, prin urmare la acest capăt avem un ventru și ecuaţia undelor staţio- 
: 


nare va fi atunci: 

E(x, i) = A cos kx cos ol. (16.10) 
Celălalt capăt al tubului poate fi inchis (tuburi sonore închise) si acolo se va 
forma atunci un nod, sau deschis (tuburi sonore deschise) și atunci se va forma 


acolo un veniru (fig. 16.3). 


ea 


Tub închis Tub deschis 


Fig. 16.3 


La tuburi închise: 


N 
cos kl =0, kl = (2n Dal An — Ip» "EN, 


e = 16.11 
y = (n Da n 1) vo a mi „(16 ) 
deci lungimea tubului închis este egală cu un număr impar de sferturi de lungime 
de undă AJ4 şi se pot forma numai armonici impare : frecvențele proprii sînt 
multipli impari ai frecventei fundamentale. 
La tuburile deschise: 


i 2 
cos kl = + 1, kl=nr, l =n 2n z ne N, 


vw =n £ (06.12) 

deci lungimea tubului deschis este egală cu un număr.par de A/4 (sau număr 

într i icile, 

întreg de 1/2) și se poi forma toate armonici i _ f 
Frecvența fundamentală a unui tub sonor deschis este de două. ori mai 

mare decit frecvența fundamentală a aceluiaşi tub sonor închis., 


16.3. NIVELUL SONOR 


Urechea omenească este un spectroscop care deiermină intensitatea 
vibraţiilor într-o scară logaritmică şi frecvențele lor (între anumite limite). 
De exemplu, pentru val kHz, intensitatea minimă a pragului auditiv infe- 
rior JI, x 10”: W/m? și intensitatea maximă a pragului auditiv superior 
Im = 10° W/m?, deci un interval de intensități Excepţional de. întins: 
Imll si 10* ! deci 14 ordine de mărime ! Dacă ținem seama că suprafaţa tim- 
panului este sub 1 cm:, atunci energia incidentă pe secundă, la pragul auditiv 
inferior, este de ~ 10718 J! Capacitatea de a aprecia sunetele ca intensitate 
este de aproximativ "ALIJI =0,25, iar ca frecvenţă de aproximativ Ayh = 
=0,3 (între 1 şi 6 kHz). 


16.3.1. LEGEA LUI WEBER ȘI FECHNER 


Conform legii Weber-Feehner variația intensilăţii senzaţiei este proporți- 
onală cu. logaritmul raportului dintre intensilățile, respective ale excitaţiei : 


AS = $: — S, =k lg Ie sau S$— S = klg i A (16.13) 
L kh g 
Dacă intensitatea excitafiei creşte în progresie geometrică, intensitatea senzafiei 
crește în progresie aritmetică. ` 
Deşi această lege nu este riguroasă, ca este mult mai apropiată de reali- 
tate decit, de exemplu, o lege de proporționalitate. 


16.3.2. NIVELUL DE INTENSITATE SONORĂ 


De aici rezultă necesitatea de a introduce pentru caracterizarea mărimilor 
electroacustice (în 'telefonie, radiodifuziune etc.) mărimi corespunzătoare 
intensității senzaţiei, confbr m legii Weber-Fechner.. Astfel se definește nivelul 
de intensitate sonoră L măsurat în beli (B) (după numele lui Bell) sau în neperi 
(după numele lui Neper): ` Ca i 

def I Fi , ` t 

L =lg— în B sau L =]n— în Np, (16.14) 

` z lo 9 
unde J, este intensitatea de referință, de obicei pragul auditiv inferior la 
1 kHz: Je = 102 W/m?, Practic, se folosește unitatea decibel (4B). Cum 
intensitatea sunetului este proporțională cu pătratul presiunii sonore, rezultă : 
L Žo Ig-E —20 1g Pu —20 Jg Pe în dB, (16415) 
h aa APhr > u i Deo it SA: 
unde presiunea sonoră -pss s:2:10-5 N/m? 'cârespunde pragiilui intensității 
Ia =10-* W/m. Te . : i pe atata 


16.3.3. NIVELUL DE INTENSITATE AUDITIVA (TARIA SUNETULUI) 


Intensitatea senzației audilive depinde nu numai de intensitatea songra 
a excitaţiei, ci şi de frecvență, fiind maximă între. şi 3 kHz, de aceea egea 
Weber-Fechner (16.13) se scrie astfel : - 


y I(y | 
SU, v) — SU v) = kly) lg 9, (16.16) 
: ` o 
i itat i X ţa sunetului, avînd 
de constanta de proporţionalitate k depinde de îrecvenţ etului, 
da ari aproape Te 2 kHz, unde urechea are sensibilitate maximă. 


Dacă alegem intensitatea sonoră de referinţă Ie variabilă cu irecvenpay 
corespunzălor pragului auditiv inferior, adică corespunzător lui SU eri 
deci I,(v), obţinem formula intensității senzației în funcţie de intensitate: 
excitaţiei : i 


Aia kiy) 1g 0 (6.17) 
SU, = E) ge 


scri T i itiv inferior (fig. 16.4). Normînd con- 
de I(y) descrie curba pragului auditiv inferior (fig I 
stanta A la valoarta k = 10 pentru v = 1 kHz, formula (16.17) defineşte 
nivelul intensității auditive sau tăria sunetului în phoni (phon). 
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Fig. 16.4 


Prin urmare, täria sunetului exprimată în phoni este egală cu nivelul AN 
exprimat în decibeli al sunetului de referință de 1 kHz care produce aceeași in 
sitale a senzafiei auditive. FI Fu y 

iÍ i unitat azalia auditivä. - 

Phonul- este deci unitatea pentru senzaf k. ; RESNE 

Un phon corespunde aproximativ puterii de rezoluție a de apa 
la tăria sunetului (puterea de rezoluţie în frecvență este Avly î ); ); 

Practic, reglăm intensitatea sunetului de referință de 1 kHz pină o nine E 
aceeaşi intensitate a senzației auditive (acecaşi tărie subiectivă a sunetulu 


cu cea a sunetului de măsurat. Atunci nivelul sonor în decibeli al sunetului de 
referință (etalonat de exemplu după presiunea sonoră) ne dă tăria în phoni a 
sunetului măsurat. 

Intensitatea senzaţiei auditive a oricărui sunet, de orice frecvenţă, se 
întinde de la zero phoni la pragul auditiv inferior, cînd sunetul nu se mai aude, 
pînă la 140 phoni la pragul auditiv superior cind Începem să percepem o 
presiune sonoră dureroasă. - 


Constanta k(v) din (16.17) se poate determina experimental. În afara 
domeniului auzibil (16---20 000 Hz) ea este nulă. 


16.3.4. URECHEA UMANĂ 


Intervalul de frecvenţe auzihile este cuprins între 16 Hz și 20 kHz. 


Infrasunelele (0—16 Hz) sînt percepute de anumite animale: păsări 
și peşti; dacă se stirnește o furtună ele aud infrasunetele respective și se refu- 
giază sau se retrag din zona respectivă. La fel, în cazul cutremurelor, unele 


animale percep intrasunetele însoţitoare și intră în panică, înainte ca omul să 
sesizeze unda seismică, 

La om infrasunetele de anumite frecvențe produc somnolenţă, iar altele 
efecte foarte neplăcute (se pare, unele efecte de rezonanţă, de exemplu, cu 
bătăile inimii). 

Tot astfel, unele animale : liliecii, delfinii, emit şi percep ulirasunele (y > 
>20 kHz). Deoarece A < 2 cm, ultrasunetele manifestă net proprietăţi de 
directivitate. Emiţind impulsuri de ultrasunete dirijate şi recepţionîndu-le 
reflectate pe obiecte, aceste animale se orientează în spațiu (pot sesiza şi mișca- 
rea obiectelor pe baza efectului Doppler). Ultrasunetele de anumite frecvențe 
produc efecte de iritație asupra animalelor ca și asupra omului. 

În cazul urechii umane, pe baza multor măsurători la diferite persoane, 
se obţin curbele mediale din figura 16.4. Se vede că întreaga scală a intensităţi- 
lor auditive cuprinde 140 phoni pentru oricare frecvenţă audibilă : zero phoni 
pentru pragul auditiv interior (pentru oricare frecvenţă) și 140 phoni pentru 


pragul auditiv superior (pentru oricare frecvenţă. audibilă), 
Tabel de tării sonore 
Sursa Tăria, phon 
Tie-tacul unui ceasornic, la distanța de im : ’ 20 
Cameră liniștită sau şoapte 30 
Pași sau vorbire înceată, la distanţa de 1 m 40 
Vorbire obișnuită, la distanța de 1 m ` 65 
Vorbire tare, la distanţa de 5 m 70 
Vorbire tare, la distanța de 1 m y 80 
Stradă zgomotoasă à 90 
Orchestră mare sau zgomotul unci motociclete 7 100 
Zgomotul unui motor de avion (la 3—5 m) 130 


După cum am spus, urechea are sensibilitate maximă în intervalul 1— 
3 KHz, pragul auditiv inferior atinge aici valoarea Ie a 10 12 Wim’. Pre- 
siunea sonoră efectivă, în aer, corespunzătoare acestui prag, este după 
2 
cum am spus, ps & 2:1075 N/m? : 


2 2 ii . l 
7 (AP) „Bi a ERE -| jome W apa NS —2,06-10-2 Nm, 
š - PoC A 


m’ m? 


(16.18) 


Amplitudinea corespunzătoare de vibrație a moleculelor, la frecvența de 1 kHz : 
1 Ysr 

porto? A = +a = 
of R 


= a | 109-102 m =0,1 Â, (46.19) 
27:1087 | 428 N-s/m* 
adică o zecime din diametrul unui atom de hidrogen ! La pragul auditiv supe- 


i i i "ă aj PY 7 2 naat ră pa & 
rior intensitatea sonoră ajunge la Im % 100 W/m?, presiunea sonoră pe id 
900 N/m?, iar amplitudinea de vibraţie a moleculelorla 1 kHz: A x 10îm= 


= 0,1 mm. Urechea este deci un aparat care măsoară mărimi de la nivelul 
alomic pînă la nivelul macroscopic ! (a fel ca şi ochiul). 


16.4. ANALIZA SUNETELOR 


16.4.1. SUNETE MUZICALE 


O oscilație periodică, adică un sunet muzical, se poate descompune într-o 
serie de oscilaţii sinusoidale sau tonuri muzicale (serie Fourier) : 


ED = $ Apn cos(nol F aa). (16.20) 
1 


n= 


Deoarece urechea omenească nu este sensibilă la defazajele oscilaţiilor com- 


) i i itudinile A, în funcție de frec- 
oneite (G. S. Ohm), spectrul sunetului (amplitudinile A, i i 
Sonia) CL suficient pentru a caracteriza supetul, adică două sunete cu acelaşi 


spectru dau aceeași senzație auditivă. Timbrul sunetului este determinat de 
prezenţa şi intensitatea armonicelor. 


16.4.2. ZGOMOTE 


Zgomotele. sînt sunete aperiodice, cu amplitudine variabilă neregulat. 
Ele nu mai au un spectru. de linii, ci un spectru continuu dat de integrala 


Fourier : 
co 


20 =f ala) coslol + alo] do, (16.21) 
aats 

unde graficul densității spectrale sau densității de amplitudine a(0) dă spectru- 

continuu. 


351 


pi Prin urmăre, orice oscilație este pînă la urmă o suprapunere (discontinuă- 

iscretă sau continuă) de ‘oscilații ărmonice, cu spectru: de: linii (frecvenţe 

discrete) sau spectru continuu. * : T pe 
‘Analiza sunetului“ se. poate 


A 
i i face cu ajutorul unor aparate 
$ Ceu p electroacustice care -transformă 
j în prealabil oscilaţiile sonore în 
oscilaţii electrice de aceeaşi formă 
şi, acestea din urmă sînt apoi 
descompuse' în estilaţii sinusbi- 
dale. 


SE 


ci 


16,4.3. SPECTRUL 


O sinusoidă .(sâu o undă 
plană  monocromaţică), . infinită 
„În spațiu şi. timp, are spectrul 
: format | dintr-o singură linie œ 
| „+ dle amplitudine A. Un fragment 
JI —  ;de sinusoidă, mărginit în spaţiu 
(Aa) și timp (AD, are spectru 
continuu de lărgime Aw în jurul 
frecventei o (fig. 16.5). Cu cît 
segmentul de sinusoidă este mai 
restrîns în spaţiu şi timp, cu atît 
spectr său este mai larg: 


FRA BAE BE A i i: 
(16.22) 
Cind Ax — 00, Al — oo, spectrul 
y N Lea R . - se îngustează şi linde către o 
singură linie spectrală, þine determinată (Aw > 0, Ak — 0). Dimpotrivă 
cînd Ax —0 şi At > 0, spectrul se lărgește la mesi (Ao > œ, Ak: ->o ; 


Știind că peniru' o pârticulă “elementară! E = ho, p == hk; vegă 
(16.22) relaţiile de nedeterminare ale lui Teisenberg. f É E 


Fig. 16.5 


16.4.4. EFECTE NELINIARE 

„Noi ne-am mărginit numai la „acustica liniară“; "adică am păstiăt numai 
termenii liniari în diferite relații, neglijînd termenii superiori (ani „linearizat“ 
ecuațiile sau ne-am restriîns la prima aproximaţie liniară). Zi 

La amplitudini mari se. manifestă şi termenii pătratici, care dau efecte 
specifice („acustica neliniară“), De exemplu, în radiotehnică, pentru ampli- 
tudini mari ale semnalului, caracteristica tuburilor.electronice.nu mai poate 
fi aproximată printr-o linie dreaptă și atunci termenii pătratici dau frecvențe 


nedorite, cum ar îi.diferența sau suma frecvențelor a două sunele i. (Obser- 
văm că la aparatele cu medie lrecvenţă — aceasta se obţine tocmai cu aju- 


torul unei caracteristici neliniare.) a. 
„Astfel: dacă pe lîngă termenul liniar, avem şi un termen pătratie, atunci 
termen vada + : f ` : 


DB) m E = (Au cos oul or Aa Cos ab)? = ; 


i pa E 4 E 
= zA H cos 2 ol) TS ARC -H cos 20l) + 


. + A,As[eos(oo: A 02) L- cos (o. = oa]. 


i schimbă timbrul sau 


Frecventele 200 2002 sînt maj puţin supărăloare, 
ies, din domeniul au zibil, sumā o, -F o: poate de menea să iasă din dome- 
niul auzibil, în schimb diferenţa „o, = oa ese, supărătoare, R 

Dealtfel şi. urechea omenească este „neliniară“, la amplitudini mari ale 
sunetelor, pe lingă două tonuri oi auziin Și tonul de îrcevență cos — e Său 
chiar alle tonuri „combinate“ : ca =k © 201 -b On oa E 20s Fenomenele 
fizice legate de auz sînt studiale în acustica fiziologică ` 


i 


16.5. ULTRASUNETELE 


Ultřasunetele au frecvenţe dela 20 kITz în sug, pînă la frecvenţe de 
ordinul 10 GHz (10% Hz). ` i 

Ultrasunetele se obțin cu ajutorul anumitor cristale, numite piezoeleclrice 
(piezocristale), care manifestă fenomenul, de elelrostriețiune, adică de contrac- 
lie sau dilatare sub acţiunea unui cîmp electric, Cel mai folosit este cuarțul, 
din care se taie o placă (lamă) cu o anumită orientare fală de axele, cristalo- . 
gralice (piezocuarţ). Grosimea i 
plăcii se alege astfel încît să 
vibreze în rezonanţă cu cimpul 
electric atternaliv aplicat (prin 
intermediul unui condensator), 


Astfel, pentru y = 1 MHz gro- ` ; 
simea plăcii va fi (e = 5,5 km/s) (fig. 16.6): 


7 


Tig. 16.6 


i 2... 2y 2+10is | 

Acecaşi lamă servește și ca receplor de ultrasunete, datorită efectului 
invers. Intrînd în vibraţie de rezonanță sub acţiunea undei ultrasonore, lama 
se polarizează alternativ, adică pe felele sale apar sarcini electrice alternative. 
Se poate folosi și fenomenul de magnelostricțiune : variaţia dimensiunilor 
miezului magnetic al wiei bobine stib acţiunea cîmpului măgnetic, creat de 
curentul alternativ care străbate înfășurarea bobinei. IE 

Ultrasunetele sînt absorbite puternic în guze ṣi slab în lichide şi solide, 
Intensitalea ultrasunetelor poate atinge valori pină la 105 W/m, iar presiunea 
pînă la ~ 10 alm. Deoarece intensitatea esle proporlicnală cu pătratul ampli- 


A £ 3500mg =2,7 mm. (16.23) 


RRN 


Aera 3 l a Jaa iy 5 : 
tudinii și pătratul trecvenței, Taz poco" A’, amplitudinile de vibraţie a 


particulelor nu sînt mari. : A 

Datorită lungimii de undă mici, fenomenul de difracție este slab expri- 
mat pentru obstacolele obişnuite, astfel încît se obţin fascicule înguste, bine 
dirijate, de ultrasunete. 

În lichide, în momentele. de rarefiere, la întensități- mari ale ultrasune- 
tului, se pot produce ruperi ale lichidului : formarea de goluri sau cavităţi, în 
care pătrund gazele dizolvate şi vaporii lichidului. Acest fenomen se numește 
cavitaţie, În momentele imediat următoare, de comprimare a cavităţii, se 
nasc presiuni foarte înalte. Cavitaţia explică de exemplu, distrugerea unor 
suprafeţe solide (elice la vapoare). i 

Naşterea unor presiuni alternative mari și a unor accelerații mari ale 
particulelor în lichide în unda ultrasonoră explică o serie de efecte fizice ale 
ultrasunetelor și își găseşte aplicaţii tehnice. Astfel cităm * formarea de emulsii 
din lichide nemișcibile (mercur și apă), dispersarea solidelor în lichide (sulf, 
mică, camfor în apă), coagularea acrosolilor și hidrosolilor, fisionarea unor 
macromolecule sau accelerarea unor reacții chimice. i 

Pe absorbţia diferită a ultrasunetelor' în gaze şi solide se bazează defec- 
toscopia ultrasonoră (nedestructivă) a pieselor metalice, adică descoperirea de 
goluri sau fisuri în interiorul piesei. i z 

THidrolocaţia ultrasonoră, adică detectarea obiectelor sau obstacolelor 
submarine, se bazează pe obţinerea fasciculelor înguste, dirijate, de ultra- 
sunete, Comunicaţia între submarine se-poate menţine cu ajutorul ultrasune- 
telor, ; 

Ultrasunetele au aplicații și în Diologie, de exemplu distrugerea unor 
microorganisme (bacterii) ete. dlui pei Es 


iii i $ HR : 


` PROBLEME ` 


i 160 N'dă bătăi de “frecvență v, = 20 Hz cu un 
250 N, ea vibrează la unison:cu diapazonul. Să se afle 


"161,0 coardă întinsă cu forţa 
diapazon. Întinsă fiind cu forţa F, 
frecvența 'liapazonului, 


DR. îs mru VP 2 100.177, f ! 
1 = VELE, ; | | 
16.2. Sunetul fundamental emis de o coardă produce v, == 10 Hz, bătăi pe secundă, cu 


sunetul emis de un diapazon. ‘Dacă se scurtează coarda cu fracțiunea f= 0,01 = 1% din iun- 
simea ei, ea intră în rezonanţă cu diapazonul. Să se afle frecvenţa diapazonului 


R v= Lu = 1 000 Hz, 


16.3. O coardă de masă m este fixată la capete. Ea vibrează pe frecvența sa funda- 
mentală o cu amplitudinea maximă (în ventru) A m. Să se calculeze energia cinetică maximă a 


corzii şi energia cinetică medie ` $ 


1 t im d ; 
R Eemi = PE <E > = 3 MotAg 


18.4. Un tub sonor inchis entite tonul fhuda mental jde frecvenţă v. = 250 Iz. Cunoscind 
viteza sunetului in aer e = 340 m;s, să sc afle lungimea tubului ṣi frecvenţa tonului funda- 
mental emis de același tub dacă il deschidem. i s 

A) fil Tzi pata 2 


RI = 0,34 m, v = 2v = 500 1z. 
4y 


u aceeaşi lung'me. Tuhul deschis 
a armonicii a Hia a tuliuiui 


ă i închis şi altul deschis, a 
16.3. Două tuburi sonore, unul închis şi a : N 
are frecvența fundamentală v= 440 Hz. Să se caleuteze Preevenf 


deschis și frecvența armonicii a 3-a a tubuiui închis. 
> a Y a FI 
R y = 3y= 1320 Izi w= 3 a =660 Hz. 


N 
6. În ti irii y resi A este p, = 0.20 — la [reevența y = 
16.6. în timpul vorbirii normale presiunea sonoră este p, REN 
mplitudinea oscilaţiilor și intensitatea 


= 400 Hz. Să se calculeze viteza efectivă a particulelor, a ie a be e io ana 


ro ăla ai A 
sunetului, cunoscind rezistenţa acustică a aerului Ra = 400 N 


_Vâpe 
Ra 


5:107 mis: A = 028-100 m, 


p= PÈ 22 010-102 Wat L= 20 Ig E = 80 dB. 
Ra Po 


i i i ateu ca nivelul aud.tiv să crească cu 
16.7. Cite surse sonore identice trebuie reunite pentru ca niv elul aud.tiv să 


AS = 10 phon faţă de nivelul dat de o singură sursă ? 
R. N= 104510 == 10. 


p "să ă iformă frecvenţă v = 1,0 kHz nivelul 
“8. La distanța r=20 m de o sursă sonoră punctiformă de veni 1.0 i 
Mt sai i phon. La ce distanță sunetul nu se mai naude? (se neglijează absorbţia 


în aer). 
R. 7% = ry 105% = 200 m, 


16,9, Un observator, situat la distazița ri Fai 
„= 83 s de la momentul cind aude sunetul emis de n A 
ER Tal percepe. Situindu-se la o distanţă r, = 10,0 m de diapazon, oser avort, mironi 
acum un timp l, = 10 s, diapazonu fiind lovit identic, Să se calculeze coolicieni u 
tizare b a vibrațiilor diapazonului (se neglijează absorbjia sunetului în acr). 


= 1,00 m de un mic diapazon, măsoară un timp 
diapazonul lovit pînă în momentul cind 


pp SSI) 010 s-a, 
bu le 

i ilează aproi i H iind slab amorlizat datorită unei 
10. Un oscilator elastic oscilează aproape sinusoidal, fiind ior ta unei 
arte Prono tionalo cu viteza. Pentru a întreţine totus oscilaţii nea mortizate se proren 
astfel: la fiecare trecere a corpului prin poziția de echilibre se Lage (imphuge) m r cela ai 

« : i i i ă mică asă adcevat. Si a 
apăt al rescriului în sensul vitezei, cu o distanţă constantă mică, a t S VARESE Si 
ata din amplitudine trebuie să Tie această distanţă pentu a întreține oscilaţiile, ştiind de 


crementui logaritmic D. 


R ArjA=VYD. 
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